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Andlisis espectral

La idea basica del andlisis espectral es que todo proceso estocastico
estacionario admite una descomposicion Unica de su varianza, en la aportacion
que a la misma realizan armoénicos de diferentes frecuencias. Un armonico de
frecuencia « es una funcion de la forma:

a,, cosw) +b, sin(w() *
En el analisis arménico, las series temporales no son consideradas funciones
continuas como tal, sino que se obtienen a partir de una suma de n ciclos con

una amplitud y un periodo determinado, o lo que es lo mismo n de diferentes
armonicos:

X(t) =Zn:ai cos ) +b sinw ) ; O<w <w, <..<w, <7m(1)
i=1

Siendo a, y b variables aleatorias con?

E(a)=E(b)=0
o?sii=j

E@@a;) = E(bibi)z{ 0;sii# |

E(ab,)=0 0, |

En este tipo de procesos la funcién de autocovarianza y(7) se obtiene:

() = Zn:Uf cosw (1)

! La expresiona,, cos) + b, sin(w(l) da lugar a una funcion periédica de peri(%@é)

? La estacionariedad de este proceso aleatorio megfgrse en Contreras, D y Escolano J (1984): El
analisis espectral como instrumento para detdeatastacionalidad. ESTADISTICA ESPANOLA
NUm. 104, i 984, pags. 101 a 144

http://www.ine.es/revistas/estaespa/104_6.pdf




En donde o,es la varianza del armonico i-esimo, de manera que en
n
y(0) :Zaf se muestra que la varianza total del proceso es la suma de las

i=1
varianzas de cada armoénico.

Calculo de los coeficientes Fourier

Los coeficientes de fourier se calculan multiplicando f(t)por cosfnwit)e
integrando de —T/2 a T/2:

T/2 T/2 ) T/2
I f (t) cosmayt)dt = S a, Icos(mot)dt + z a, I cos(Nw,t) cog(maw,t)dt +
-T/2 -T/2 n=l -T2
) T/2
> b, I sen(rw,t) cos(mam,t)dt
n=l  —T/2

que dada la ortogonalidad de las funciones de seno y coseno implica que:
2 T/2
== j f (t)dt
3
T/2
=2 J' f (t)cosmat)dt m=1 2 3,..
—T/2

T/2
b, =% J‘ (tH)ser(meyt)dt m=1, 2, 3,...Series de Fourier °

T/2

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una
funcién continua y periédica.

f(0) = Ya,+ 3 a, coshligt) +b, sin(1 &)
n=1

2n , . .
Donde w, =— se denomina frecuencia fundamental; a, y b, se denominan

coeficientes de Fourier

% Se puede seguir eBéries de Fourier, Transformadas de Fourier y Aqalione$,Genaro Gonzélez,

disponible en
www.dmae.upm.es/WebpersonalBartolo/VariableComfl€j®artel/9 Series_de_Fourier.ppt




Los coeficientes de una serie de fourier pueden calcularse gracias a la
ortogonalidad de las funciones seno y coseno.

Una manera alternativa de presentar una la serie de Fourier

es f(t)=C, +>_C, coshiwt - 6,)

n=1

Siendo, C, = a% ,C, = 1la§ +br? y 6, = arcta{%]

Ya que cada par de términos:
a, cosfapt) + b ser(naw,t)

se pueden expresar comao:

b,
Jai +b? & cosfiut) + —— ser(napt)
I e T gy o

haciendo

L = COSHn
Va, +b;

b,

Va, +b;

=serg,

y

6, = arcta{&J
a,

la suma puede expresarse solo en funcién del coseno:
C, [cos@n cosfiw,t) + serﬂnser(na)ot)] =C,coshawt-6,)
Forma compleja de la serie de Fourier

Consideremos la serie de Fourier para una funcion periodica f(t), con periodo
27

T=22
a)O

f(t) = Ya,+a, cosh i) + b, sin(1 @)

Es posible obtener una forma alternativa usando las férmulas de Euler:



cosficgt) =1 (" +e ")
Ser(na)ot) = % (ei”%t _ e—in%t)

sustituyendo:

f (t) =an + i[aﬂ%(ein%t + e—inwot) +bn%(ei”“’°t _e—inabt)]

dado que }I%l: =i

f (t) =1a, +i[%(an _ibn)einabt +%(an +ibn)e—in%t]
n=1

definiendo ¢, =1a, c,=i(a,-ib,), c,=3i(a,+ib,)

guedaria como:

f(t) = icnei“%t

n=-oc

expresion que se conoce como forma compleja de fourier.

y sus coeficientes ¢, pueden obtenerse a partir de los coeficientes a,, b, como
ya se dijo, o bien:

§
G, =+[ f (e dt
0

Transformada de Fourier.

La Transformada de Fourier, F(«), se define para una funcién continua de
variable real, f(t), mediante la siguiente formula:

+00

F(w) = j f(te " dt

—00

siendo | =v—1 gme = cos(2mvt) +isen(2mvt) y u una variable que representa
las distintas frecuencias.

La Transformada de Fourier es una funcién compleja con una parte real y otra
parte imaginaria, es decir:

F(a) = R(a) +1(a)
donde R(a)es la parte realy |(«) es la parte imaginaria.

La representacion grafica de la funcion de magnitud |F(a))| se le denomina
Espectro de Fourier y se expresa en términos del modulo del nUmero complejo:

IF (@) = R¥ () +12()



y al cuadrado de dicha funcién |F(a))|zse le denomina Espectro de potencias.

El grafico de los médulos al cuadrado frente a la frecuencia es el periodograma
0 espectro empirico de la sucesion f(x) .

El periodograma recoge la contribucién que tiene cada arménico a la hora de
explicar la varianza de cada serie, y cada armoénico esta caracterizado por la
frecuencia en que tienen lugar los ciclos. Los ciclos que tienen un elevado
periodo (desde que tiene lugar un maximo al siguiente maximo) tendran una
baja frecuencia y viceversa.

Calculo del periodograma.

Consideremos la serie temporal X, de la que disponemos de un conjunto

discreto y finito de observaciones T observaciones, generadas por un proceso
aleatorio x(t)como el descrito en el tema 1. Dado que se busca una

representacion de X,que se ajuste a T observaciones, ajustamos los datos a

un poligono trigonométrico que se asemeje a una serie de fourier, escogiendo
) como

2nli

W =—
T
es decir

X, =%ao +iZ:a1. cos(i D?”[%.)H), sin(i D?”[%.)

X, = (Xt _,[1) — Z:la" coii D?ITE%_)+b| Sin(i D?n[%_)4

La forma habitual de obtener el periodograma, es estimar por minimos
cuadrados los coeficientes ay b para cada k ='|/2 armonicos si el nimero de

observaciones es par To k= (T _)/2 si es impar, en un modelo especificado

de la siguiente forma:

)
2%

* nétese que }/ao SR lo que implica que a, = Ei X
2 T TE




X, =acoswl +bsinwl +v,

En la que x seria la serie armodnica; w=w, = 277[%;1- es el tamafio de la
serie y coincide con el periodo de mayor ciclo que es posible estimar con el

- . - L. T .
tamano de la serie; Pindica el orden del arménico de los Emclos; Vies un

residuo no explicado al que se puede considerar irrelevante (caso
deterministico) o que verifica las propiedades clasicas de la perturbaciéon de los
modelos econométricos.

El periodograma o estimador del espectro se obtendria entonces a partir de la

. Tola; +}) .
representacion de I(a),):4— frente a los p armodnicos, en tanto que
Vg

2 2
.. | (a2 +)
la contribucion de la varianza por cada arménico, seria ~—~—"-

Si una serie temporal de ciclos empiricos presenta en su periodograma unos
pocos ciclos que explican un porcentaje significativo de su varianza, se puede

obtener el ciclo tedrico de dicha serie temporal a partir de los |a),| y de los
armonicos correspondientes a dichos ciclos.

Ejemplo 1

PIB <- ¢(
265269.03384951,
286886.212605139,
309230.943247666,
326605.313346147,
328375.812358207,
339224.607770332,
348855.309254073,
353957.416081134,
354106.129594857,
358711.564921997,
358078.846631934,
363686.473128754,
371758.549723152,
377213.223988016,

387066.612651189,



399452.752857041,
421987.447279937,
443768.181241992,
464793.484167491,
482179.495293887,
493114.622150825,
496503.965509794,
490727.815979349,
501775.349195006,
515404.9785653,
527862.380457747,
548283.760750351,
572781.960184498,
599965.833392424,
630263,
653254.999999999,
670920.422982676,
691694.679133236,
714291.204243673,
740108.017228758,
769850.2298552,
797366.780908084,
804223.061862853
)

# Diferencias de medias

Y <- PIB-mean(PIB)

#series senos y cosenos
t <- ¢(0:37)
t1<-1*2*pi*t/38
t2<-2*2*pi*t/38
t3<-3*2*pi*t/38

t4<-4*2*pi*t/38



15<-5*2*pi*t/38

t6<-6*2*pi*t/38

t7<-7*2*pi*t/38

18<-8*2*pi*t/38

9<-9*2*pi*t/38

t10<-10*2*pi*t/38

t11<-11*2*pi*t/38

t12<-12*2*pi*t/38

t13<-13*2*pi*t/38

t14<-14*2*pi*t/38

t15<-15*2*pi*t/38

t16<-16*2*pi*t/38

t17<-17*2*pi*t/38

t18<-18*2*pi*t/38

t19<-19*2*pi*t/38

#estimaciones armonicos
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t1),cos(t1)),nrow=38)
LS1 <- Isfit(X,Y)

Armol = Y-LS1$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t2),cos(t2)),nrow=38)
LS2 <- Isfit(X,Y)

Armo2 = Y-LS2$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t3),cos(t3)),nrow=38)
LS3 <- Isfit(X,Y)

Armo3 = Y-LS3$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t4),cos(t4)),nrow=38)
LS4 <- Isfit(X,Y)

Armo4 = Y-LS4$residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)



X<-matrix(c(sin(t5),cos(t5)),nrow=38)
LS5 <- Isfit(X,Y)

Armob = Y-LS5$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t6),cos(t6)),nrow=38)
LS6 <- Isfit(X,Y)

Armo6 = Y-LS6$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t7),cos(t7)),nrow=38)
LS7 <- Isfit(X,Y)

Armo7 = Y-LS7$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t8),cos(t8)),nrow=38)
LS8 <- Isfit(X,Y)

Armo8 = Y-LS8$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t9),cos(t9)),nrow=38)
LS9 <- Isfit(X,Y)

Armo9 = Y-LS9%residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t10),cos(t10)),nrow=38)
LS10 <- Isfit(X,Y)

Armol10 = Y-LS10%residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t11),cos(t11)),nrow=38)
LS11 <- Isfit(X,Y)

Armoll = Y-LS11$residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t12),cos(t12)),nrow=38)
LS12 <- Isfit(X,Y)

Armol2 = Y-LS12%residuals
Y<-matrix(c(Y),nrow=38)

X<-matrix(c(sin(t13),cos(t13)),nrow=38)



LS13 <- Isfit(X,Y)

Armol13 = Y-LS13%residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t14),cos(t14)),nrow=38)

LS14 <- Isfit(X,Y)

Armol4 = Y-LS14$residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t15),cos(t15)),nrow=38)

LS15 <- Isfit(X,Y)

Armol5 = Y-LS15%residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t16),cos(t16)),nrow=38)

LS16 <- Isfit(X,Y)

Armol6 = Y-LS16%residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t17),cos(t17)),nrow=38)

LS17 <- Isfit(X,Y)

Armol7 = Y-LS17%residuals

Y<-matrix(c(Y),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t18),cos(t18)),nrow=38)

LS18 <- Isfit(X,Y)

Armo18 = Y-LS18$residuals

# Periodograma

periodograma <- ¢(
19*(LS1scoefficients["X1"]"2+LS1$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS2%coefficients["X1""2+LS2$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS3scoefficients["X1")"2+LS3$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS4$coefficients["X1""2+LS4$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS5%coefficients["X1"]"2+LS5%$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS6S$coefficients["X1"]"2+LS6$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS7S$coefficients["X1"]"2+LS7$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS83coefficients["X1""2+LS8$coefficients["X2"]"2)/4*pi,

19*(LS9%coefficients["X1""2+LS9%coefficients["X2"]"2)/4*pi,



19*(LS10%coefficients["X1"["2+LS10$coefficients["X2"]*2)/4*pi,
19*(LS11$coefficients["X1"]"2+LS11$coefficients["X2"]*2)/4*pi,
19*(LS12$coefficients["X1"["2+LS12$coefficients["X2"]*2)/4*pi,
19*(LS13$coefficients["X1"]"2+LS13%$coefficients["X2"]*2)/4*pi,
19*(LS14$coefficients["X1"]"2+LS14$coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS15%coefficients["X1"]"2+LS15%coefficients["X2"]"2)/4*pi,
19*(LS16%coefficients["X1"["2+LS16$coefficients["X2"]["2)/4*pi,
19*(LS17$coefficients["X1"]"2+LS17$coefficients["X2"]"2)/4*pi,

19*(LS18s$coefficients["X1"]"2+LS18%coefficients["X2"]"2)/4*pi)

Omega <- ¢(
1*2*pi/38,
2*2*pi/38,
3%24i/38,
4*2+*pil38,
5*2*pi/38,
6*2*pi/38,
7*2*pi/38,
8*2*pi/38,
9*2i/38,
10*2*pi/38,
11*2*pi/38,
12*2*pi/38,
13*2*pi/38,
14*2*pi/38,
15*2*pi/38,
16*2*pi/38,
17*2*pi/38,

18*2*pi/38)

plot(Omega, periodograma, type="1")



3e+ll 4e+11
I I

periodograma
2e+11
|

—

—

+ —

QO

i

o

o

+ —

3 | | | | | |

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Omega

Calculo del periodograma a través de la Transformad a Discreta de
Fourier °

Tomando N muestras de una sefial periodica y, = f(t,) de periodo T en
instantes separados por intervalos regulares:

tO:O,tlz%,tZ:%,m _kT . :M

® Elaborado a partir dénttp://personal.us.es/contreras/t05fft.[fe@puntes de
Ampliacion a las Matematicas, 8eanuel D. ContrerasEscuela Técnica Superior de
Ingenieria (Universidad de Sevilla)




Cabe aproximarla mediante una combinacion g(t) de funciones T-periodicas

conocidas que tome en dichos puntos el mismo valor que f. Este procedimiento
se conoce como interpolacién trigronomeétrica.

Las funciones T-periodicas que se utilizan son los arménicos complejos e™"
2n .
con W=? y puesto que hay N puntos, si queremos que el problema tenga

solucién Unica debemos combinar un total de N arménicos.

La funcion g(t) utilizada en la aproximacién, toma entonces la forma general:

a(t) :%(ﬁo +BEM + B, 4+ By NI )= =N g o
n=0

Z||—\

Tal que y, =g(t,) para cada k=0,1,...,N-1.

Entonces:

N-1

_ 1 nwt, _ 1 N-1
Y _anzc;ﬂlye _ﬁ;ﬁ/]e

N-1

> BwWY, k=0L..,N-1
n=0

ink277,

_
N
Siendo w, = exp(jan) la raiz primitiva N-esima de la unidad.

En forma matricial se expresa:

Yo 1 1 1 . 1 1 e
Y, 1w woooow L wht B,
Y, L 1w whooLowr L WA
. ) N k .2k l l k l (N'— )k .
Y 1 w W oowr L w B,
_yN—l_ _1 WN_:L WZ(N_l) . Vv'](N_ ) . W(N_ )(N_ )__IBN—l_

donde F = [W"k]:,;io la matriz de Fourier de orden N.

Al vector [ se le denomina transformada discreta de Fourier del vector vy,
denotandose como : S =DFT(y).

Una forma de obtener la DFT es a través del algoritmo FFT (Fast Fourier
Transform), desarrollado por disefiado por J.W. Cooley y John Tukey en 1965.

Si la funcidon que interpolamos es una funcion real de periodo T, g(t,) =YV,,
dondek = 01,...,N -1, que utiliza la forma general:



g(t) = (a, cospw) +b, sin(wt))

con w= 2% , suponiendo que N =2M , si 8= DFT(y), entonces:

a, :&, a, = 2Re(5,) b, = —2Im(,8n), (n=12,...,M —1), a,, =ﬁ—M,
N N N
y el polinomio trogonométrico:
M-1
g(t) =a, + Y (a, cosewt) + b, (nwt)) + a,, cosMwt)
n=0

Ejemplo 2
Utilizando los datos del Ejemplo 1
# Diferencias de medias

Y <- PIB-mean(PIB)

# transformadas

y <-ft(Y)

# transformada inversa

PIB <- fft(y,inverse=TRUE)/38

# periodogramas con la transformada rapida de Fourier

CF = abs(fft(Y)/sqrt(38))"2
P = CF[2:20]/(2*pi)
f=(0:18)/38

plot(f, P, type="1")
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Test sobre el periodograma

Una prueba para estudiar la dependencia serial (Durbin, 1969) en series de
observaciones estacionarias vy,,...,y; Se realiza sobre la grafica del
periodograma acumulado:

i

S, = g

r=1

>p

r=1

donde r =1,...,mes el periodograma ordinario:



2

_E C (27t )/ T
p == ye
T=

El periodograma p; calculado para series vy,...,y; de variables independientes

N(u,0?), se calcula:

2 T 271 2 T (277 i 1
Bl el i )

donde ET}:%T para T y %T—%para el extremo de T, por simplicidad

asumimos que el extremode T es T =2m+1.

Y su representacion grafica de p; contra j presenta una alta apariencia de
irregularidad en su inspeccion visual. Por ello, una mejor manera de presentar

la informacion de los p;'s es hacerlo a través del grafico del periodograma

acumulado, S; -

Se presupone que cuando Y,,....y; esta independientemente y normalmente
distribuida, s,,...,S,., se distribuye igual que el orden estadistico de m-1

muestras independientes de la distribucion uniforme (0,1). Bartlett's
(1954,1966, p 361) sugiere para probar la independencia serial, probar la

maxima discrepancia entre s; y su expectativa, ie. j/m. Para una probar un

exceso de bajas frecuencias relativas frente a altas frecuencias, que
equivaldria a la expectativa de presencia de correlacion serial positiva este

enfoque conduce al estadistico:

c' = m;;v{sj —ij
j m

Por el contrario un test contra excesos de variaciones de alta frecuencia el

estadistico apropiado es :



c :ma{i—sjj
i \m

El estadistico que corresponde a las dos partes de la prueba seria:

c= m_av*sj —i‘ = ma><(c*,c’)
i m
Este estadistico esta estrechamente relacionado con el de Kolmogoroiv-

Smirnov D;,D,,D,y su forma modificada C;,C. ,C considerado por Pyke

(1959) y Brunk (1962). Por ejemplo, D, = ma>{sj -(j —1)/(m—1)}y C, =c".
J

Los valores criticos para estos estadisticos estan dado en la Tabla n°l, y el
procedimiento para utilizar estos valores es como sigue. Si deseamos probar el

test de un exceso de bajas frecuencias frente a las altas frecuencias, entonces

el valor obtenido en la tabla c, es el valor critico apropiado al valor de c,se
dibujaria en el grafico la linea, y=c, + j/m y la trayectoria que muestra s; ,
obteniendo los valores que sobrepasan la linea (j/m,sj). Si s; cruza la linea,

se rechaza la hipétesis de independencia serial. De igual manera, un test
sobre al exceso de altas frecuencias frente a las bajas frecuencias se rechaza

si el trayectoria de s; cruzalalinea y =-c, + j/m.



Table 1. Significance values for ¢t and ¢ (also for C; and C)
pr(c* > tabled value) = pr(C;- > tabled value) = a; pr(c > tabled value) = pr(C > tabled value) ~ 2a.

o a

s A— N s A A

n 010 0-05 0-025 0-01 0-005 n 010 0-05 0-025 0-01 0-005
1 0-40000 0-45000 0-47500 0-49000 0-49500 41 0-14916 0-17215 0-19254 0-21667 -233310

2 -35044 -44306 -50855 -56667 -59596 42 -14761 -17034 -19050 -21436 -23081

3 -35477 -41811 -46702 -53456 -57900 43 -14611 -16858 -18852 -21212 -22839

4 -33435 -39075 -44641 -50495 -54210 44 -14466 -16688 -18661 -20995 -22605

5 -31556 -37359 -42174 -47692 -51576 45 -14325 -16524 -18475 -20785 -22377

6 -30244 -35522 -40045 -45440 -48988 46 -14188 -16364 -18295 -20581 -22157

7 -28991 -33905 -38294 -43337 -46761 47 -14055 -16208 -18120 -20383 -21943

8 -27828 -32538 -36697 -41522 -44819 48 -13926 -16058 -17950 -20190 -21735

9 -26794 -31325 -35277 -39922 -43071 49 -13800 -15911 -17785 -20003 -21534

10 -25884 -30221 -34022 -38481 -41517 50 -13678 -15769 -17624 -19822 -21337
11 -25071 -29227 -32894 -37187 -40122 51 -13559 -15630 -17468 -19645 -21146
12 -24325 -28330 -31869 -36019 -38856 52 -13443 -15495 -17316 -19473 -20961
13 -23639 -27515 -30935 -34954 -37703 53 -13330 -15363 -17168 -19305 -20780
14 -23010 -26767 -30081 -33980 -36649 54 -13221 -15235 -17024 -19142 -20604
15 -22430 -26077 -29296 -33083 -35679 55 -13113 -15110 -16884 -18983 -20432
16 -21895 -25439 -28570 -32256 -34784 56 -13009 -14989 -16746 -18828 -20265
17 -21397 -24847 -27897 -31489 -33953 57 -12907 -14870 -16613 -18677 -20101
18 -20933 -24296 -27270 -30775 -33181 58 -12807 -14754 -16482 -18529 -19942
19 -20498 -23781 -26685 -30108 -32459 59 -12710 -14641 -16355 -18385 -19786
20 -20089 -23298 -26137 -29484 -31784 60 -12615 -14530 -16230 -18245 -19635
21 -19705 -22844 -25622 -28898 -31149 62 -12431 -14316 -15990 -17973 -19341
22 -19343 -22416 -25136 -28346 -30552 64 -12255 -14112 -15760 17713 -19061
23 -19001 -22012 -24679 -27825 -29989 66 -12087 -13916 -15540 -17464 -18792
24 -18677 -21630 -24245 -27333 -29456 68 -11926 -13728 -15329 -17226 -18535
25 18370 -21268 -23835 -26866 -28951 70 -11771 -13548 -15127 -16997 -18288
26 -18077 -20924 -23445 -26423 -28472 72 -11622 -13375 -14932 -16777 -18051
27 17799 -20596 -23074 -26001 -28016 74 -11479 -13208 -14745 -16566 -17823
28 -175633 -20283 -22721 -25600 -27582 76 -11341 -13048 -14565 -16363 -17604
29 -17280 -19985 -22383 -25217 -27168 78 -11208 -12894 -14392 -16167 -17392
30 -17037 -19700 -22061 -24851 -26772 80 -11079 -12745 -14224 -15978 -17188
31 -16805 -19427 -21752 -24501 -26393 82 -10955 -12601 -14063 -15795 -16992
32 -16582 -19166 -21457 -24165 -26030 84 -10835 -12462 -13907 -15619 -16802
33 -16368 -18915 -21173 -23843 -25683 86 -10719 -12327 -13756 -15449 -16618
34 -16162 -18674 -20901 -23534 -25348 88 10607 -12197 -13610 -15284 -16440
356 -15964 -18442 -20639 -23237 -25027 90 -10499 -12071 -13468 -15124 -16268
36 -15774 -18218 -20387 -22951 -24718 92 -10393 -11949 -13331 -14970 -16101
37 155690 -18003 -20144 -22676 -24421 94 -10291 -11831 -13198 -14820 -15940
38 -15413 17796 -19910 -22410 -24134 96 -10192 -11716 -13070 -14674 -15783
39 -15242 -17595 -19684 -22154 -23857 98 -10096 -11604 -12944 14533 -15631
40 -15076 -17402 -19465 -21906 -23589 100 -10002 -11496 -12823 -14396 -15483

#Datos
Y <-¢(
11244,

11237,



11777,
12116,
12655,
13672,
14202,
15241,
16205,
17279,
17759,
18916,
19834,
20827,
22052,
22548,

22817)

# logaritmos

y<-(Y)

# periodogramas

FFy = abs(fft(y)/sqrt(17))"2

P = FFy[2:9]/(2*pi)

P <- cumsum (P)/sum(P)

# test periodograma acumulado

fs <- 0.3148+(1:8)/8 # 0.3148 es el valor de la tabla n°1 para un 0=0.01 y n=17
fi <- (1:8)/8-0.3148

z <- ts(matrix(c(P.fs,fi),8,3))

plot(z,plot.type="single")
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Filtros lineales °

Un filtro lineal se define como:

® para mas detalle ver Francisco G. Villarreal. Elementos teéricos del ajuste estacional de series econémicas
utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS. Serie 38. Estudios estadisticos y prospectivos Divisién de Estadistica y

Proyecciones Econdmicas. Santiago de Chile, Diciembre del 2005.

www.eclac.org/publicaciones/xml/9/24099/Icl2457e.pdf




all)=Yal

j=—c0
donde los ponderadores son numeros reales, i. e.a; 0 ; no dependen del

tiempo y satisfacen Zaf <o . Aplicando el filtro lineal a(L) a un proceso

j=—

estocastico estacionario, x, , da como resultado un nuevo proceso estocastico:

y =a(l)x = Yax., (1)

j=-o0

donde las propiedades de x, se transmiten a y, por medio del filtro lineal a(L) .

Para examinar el efecto que tiene un filtro lineal hay que analizarlo en el
dominio de la frecuencia.

Utilizando la transformada de Fourier, se obtiene el espectro del filtro lineal
aplicado a x, :

S, () =[ae™)[’s, ()

donde:
a(e_iw) = iaj e
j=—o0

es conocido como la respuesta de frecuencia del filtro lineal o funcién de
transferencia. Esta funcion describe como el espectro de la serie x, es afectado

por la aplicacién del filtro a(L) .

Dado que la respuesta de frecuencia puede resultar en valores complejos
resulta conveniente expresarla como:

ale™)=G(w)e ™



- iaj sin(w )

j:—oo

> a, cos j)

j=—0o0

F(w) =tan™

son respectivamente el médulo y el argumento de la respuesta de frecuencia.

En este contexto el médulo, G(«), es conocido como la ganancia del filtro; el
cual determina la medida en la que la amplitud de los movimientos observados
en cierta frecuencia en el espectro de x, son transferidos al espectro de v,.
Por ejemplo una ganancia de cero alrededor de la frecuencia a)lD[O,ﬂ]1

significa que el proceso filtrado no mostrara movimientos alrededor de dicha
frecuencia.

Por su parte el argumento, F(«) , es conocido como el desplazamiento de fase
del filtro, el cual esta asociado a desplazamientos de la serie en el dominio del
tiempo’. Es importante notar que cuando a; =-a; para toda j , es decir

cuando se trata de un filtro simétrico; el desplazamiento de fase del filtro es
igual a cero ®, lo que implica que F(a) =0.

7 . F(a . :
A veces el desplazamiento de fase se expresa como ( %) , lo cual permite expresar el desfase en unidades

de tiempo.

Para entender esta propiedad de los filtros lineales, se utilizan las siguientes funciones trigonométricas:
sin(-a) +sin(a) =0

sin@) =0

—_ 0
Esto implica que cuando i " el producto en Z hj sm(a) j) sea igual a cero, lo cual a su vez implica

j=—00

que F (&) =0 dado que tan™*(0) =0 .



Tipos de filtros °

Los filtros mas utilizados en el andlisis de series temporales son las tasas de
variacion y las medias moviles.

Las tasas de variacion son operadores lineales invariantes en el tiempo pero no
lineales. Dado que la teoria elemental de los filtros se refiere a operadores
lineales invariantes, hay que aproximar las tasas a operadores de diferencia.
Asi la primera diferencia de un logaritmo es una buena aproximacién de una
tasa de variacion mensual.

Sea T = (% _Xt-%, utilizando operadores de diferencia obtenemos el filtro

lineal invariante mas elemental:

a(L)Ln(x) = (- L)Ln(x,)

Las aproximaciones lineales de las tasas mas utilizadas y los filtros lineales
equivalentes aparecen en la Tabla n°® 14.

Tabla n°14.- Tasas de Variacion y Filtros Lineales equivalentes

Expresion Filtro lineal Equivalente

%/ ) 1|0 -t
(0%

TG{(%_JZ —1} [10 -

° Para mayor detalle Francisco Melis Maynar: Lar&ation del ritmo de variacion de las series
econdémicas. Estadistica Espafiola. Vol 22. Num. 1281, pags 7 a 56.
http://www.ine.es/revistas/estaespa/126_1.pdf




Tf{(xr X{_ﬂ) - }EL(

@-L"?

Tf[( Z[_jz —1} ng z = O+ Xt‘z%

L-L)A+L+L12)=(@1-L3)

(% + x4+ XI_%

Tj{(zt Zt_j - }10 Z

A-L)(A+L+L1%)=(@0-L)1+L+L%?

12
T16|:(% ) _1:| D.C Zt = (XI +X’[—l +"'+XI—5
-1

A-L)A+L+L%+..+L°%)=(@1-L%

T{( 2 jlz-l}m g = (KX X
-1

A-L)A+L+ L% +...+1")=@1-L1%

51 e
-12

122
- L)@+ L+ L2+ .+ 1) = A7L7)

Fuente: Melis (1991)

Una media mévil simple es la media aritmética de los n datos anteriores
Mientras mas grande sea n, mayor sera la influencia de los datos antiguos.

Las medias moéviles centradas se caracterizan porque el numero de
observaciones que entran en su calculo es impar, asignandose cada media
movil a la observaciéon central. Asi, una media mavil centrada en t de longitud
2n + 1 viene dada por la siguiente expresion:




l : Xt—n +Xt—n+1+"'+xt +"'+Xt+n—1+xt+n
MM (2n+1), = o=
(2n+1), 2n+1i;&+. P

Como puede observarse, el subindice asignado a la media movil, t, es el mismo
que el de la observacion central, Y;. Obsérvese también que, por construccion,
no se pueden calcular las medias madviles correspondientes a las n primeras y
a las n ultimas observaciones.

En las medias méviles asimétricas se asigna cada media movil al periodo
correspondiente a la observacion mas adelantada de todas las que intervienen
en su calculo. Asi la media mdvil asimétrica de n puntos asociada a la
observacion t tendra la siguiente expresion:

! + +...+ +
MMA(n)t :1 ZYH.i — Xt—n+l Xt—n+2 X’[—l Xt
n

i=t-n+1 n

Los filtros lineales asociados a las medias méviles se denotan de la siguiente
forma:

1&, .
a(L)x, :EZLJXI
i=0

El filtro como producto de convolucién

Sean y y z dos vectores de dimension N. Se define su producto de
convolucién yLC z, como el vector:

Z0Yo Y YN T L YN T 4 LY Y 4
Y, Y Yot Yyt LY T 2L Ys

yhz=| DY TENFRYe Pt BuaYe t ZuaYs
ZoYn-2 T 4 Yns T YN Tt 2000 Yo T 2 Ya

| ZoYna T 4Yn T LY Tt 40 Y 24 Y |

El producto de convolucion se puede expresar de forma matricial:



yo yN—l yN—2 . y2 yl ZO
i Yo Yna - Y2 Yo || &
yoz=| Y2 B Yo o Ve s |
yN—Z yN—3 yN—4 . yO yN—l ZN—2
L yN—l yN—Z yN—S . yl yO n ZN—l

La matriz cuadrada del producto de convulsion recibe el nombre de matriz
circulante ya que los elementos de la primera columna van rotando su posicion
en las columnas sucesivas.

La transformada discreta de Fourier del producto de convolucion de yLz es el
producto de Hadamard de las correspondientes transformadas de y y de z:
DFT(yOz) = DFT(y) [DFT(2)

Una forma de calcular yLCz es a traves de la multiplicacion coordenada a
coordenada de las transformadas de y y de z, obteniendo la transformada

inversa de este vector (DFT(y 0z)).

Filtrar una serie puede entenderse como el producto de una convolucién; asi
por ejemplo al emplear el filtro lineal (1-L)se realizaria el siguiente producto

de convolucién:

-1 1 0 . 0 O zZ,
O -1 1 . 0 O0]|| 7z

O 0 -1. O O zZ,
ylz= 1l

En donde el vector y seria

-1

R O O O O

Una media mévil centrada de tres términos se expresaria por el siguiente
producto de convolucion:



koo
o X %
oo%
7
s

yUz =

0

0
% 0

o o

o O O

% %

0

En donde el vector z seria

7

0
0
y - .
7
.
Ejemplo 3

Utilizando R vamos a filtrar la serie

Y <- PIB

# transformadas

y <-fit(Y)

#filtro de diferencia

F <- ¢(-1, rep(0, 36), 1)

f <- fft(F)

D_Y <- fft(fft(F)*y,inverse=TRUE)/38

plot.ts (D_Y[1 :37], type="1")
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# periodograma de filtro
CF = abs(fft(F)/sqrt(38))"2
P = CF[1:20]/(2*pi)
f=(0:19)/38

plot(f, P, type="1")
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El periodograma del filtro de primeras diferencias filtra las bajas frecuencias, y
amplifica las altas frecuencias o los movimientos de corto plazo.

#filtro de media movil

F <- c(1/4, rep(0, 34), rep(1/4,3))

f <- fft(F)

M_Y <- fft(fft(F)*y,inverse=TRUE)/38

plot.ts (M_Y[1:34], type="1")
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# periodograma de filtro
CF = abs(fft(F)/sqrt(38))"2
P = CF[1:20]/(2*pi)
f=(0:19)/38

plot(f, P, type="1")
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El periodograma de filtro de medias moéviles de cuatro términos filtra las bajas
frecuencias, y amplifica las altas frecuencias o los movimientos de largo plazo.

Tendencia y Ciclo empirico de una serie

Partiendo entonces de una representacion de la tendencia 6 movimiento relevante de
una serie temporal obtenida, por ejemplo a partir de una tendencia cuadratica, un
especificacion de un modelo armadnico para una serie, seria el siguiente:

k
y, =a+b Z(ap cospa@,t +b, sin pwot)+v
p

+
T+1 (T +1)(r+2



Donde k es el numero de armadnicos correspondientes a los ciclos que explican en el
periodograma un porcentaje determinado de la varianza de la serie.

El ciclo empirico de la serie seria entonces:

CE’ = Zk: (ap cospa,t +b, sin pwot)

p

Si la serie de ciclo empirico presenta en su periodograma unos pocos ciclos que
explican un porcentaje significativo de su varianza, podemos obtener un estimador del

ciclo de dicha serie temporal a partir de los | k| y de los armédnicos correspondientes a
dichos ciclos.

Ejemplo 4

Plot.ts (PIB)

2e+05 3e+05

PIB

-1e+05 0e+00 1le+05
I

-2e+05
I

Time

#estimaciones ciclo empirico



t <- ¢(0:37)

1 2<-t2

X <- matrix(c(t,t_2),nrow=38)
Y <- matrix(c(PIB),nrow=38)
LS <- Isfit(X,Y)

ciclo = LS$residuals

tend= PIB-ciclo

#estimaciones armonicos

Y<-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(tl),cos(t1)),nrow=38)
LS1 <- Isfit(X,Y)

Armol = ciclo-LS1$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t2),cos(t2)),nrow=38)
LS2 <- Isfit(X,Y)

Armo2 = ciclo-LS2$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t3),cos(t3)),nrow=38)
LS3 <- Isfit(X,Y)

Armo3 = ciclo-LS3$residuals
Y<-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t4),cos(t4)),nrow=38)
LS4 <- Isfit(X,Y)

Armo4 = ciclo-LS4$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t5),cos(t5)),nrow=38)
LS5 <- Isfit(X,Y)

Armob5 = ciclo-LS5%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t6),cos(t6)),nrow=38)

LS6 <- Isfit(X,Y)



Armo6 = ciclo-LS6$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t7),cos(t7)),nrow=38)
LS7 <- Isfit(X,Y)

Armo7 = ciclo-LS7$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t8),cos(t8)),nrow=38)
LS8 <- Isfit(X,Y)

Armo8 = ciclo-LS8%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t9),cos(t9)),nrow=38)
LS9 <- Isfit(X,Y)

Armo9 = ciclo-LS9%residuals
Y<-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t10),cos(t10)),nrow=38)
LS10 <- Isfit(X,Y)

Armo10 = ciclo-LS10%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t11),cos(t11)),nrow=38)
LS11 <- Isfit(X,Y)

Armol1 = ciclo-LS11$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t12),cos(t12)),nrow=38)
LS12 <- Isfit(X,Y)

Armo12 = ciclo-LS12%residuals
Y<-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t13),cos(t13)),nrow=38)
LS13 <- Isfit(X,Y)

Armo13 = ciclo-LS13%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t14),cos(t14)),nrow=38)
LS14 <- Isfit(X,Y)

Armol4 = ciclo-LS14$residuals



Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t15),cos(t15)),nrow=38)
LS15 <- Isfit(X,Y)

Armo15 = ciclo-LS15%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t16),cos(t16)),nrow=38)
LS16 <- Isfit(X,Y)

Armo16 = ciclo-LS16%residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t17),cos(t17)),nrow=38)
LS17 <- Isfit(X,Y)

Armol7 = ciclo-LS17$residuals

Y <-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t18),cos(t18)),nrow=38)
LS18 <- Isfit(X,Y)

Armo18 = ciclo-LS18%residuals
Y<-matrix(c(ciclo),nrow=38)
X<-matrix(c(sin(t19),cos(t19)),nrow=38)
LS19 <- Isfit(X,Y)

Armo19 = ciclo-LS19%residuals

Armo <- (Armol+
Armo2+

Armo3+

Armo4+

Armo5+

Armo6+

Armo7+

Armo8+

Armo9+
Armol10+

Armoll+



Armol2+
Armol3+
Armol4+
Armol5+
Armol6+
Armol7+
Armol18+

Armo19)

plot.ts (Armo)
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PIBfit <- tend+Armo

plot.ts (PIBfit)
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# Periodograma de ciclo
y <- fft(ciclo)

CF = abs(fft(Y)/sqrt(38))"2
P = CF[2:20]/(2*pi)
f=(0:18)/38

plot(f, P, type="1")
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Los armoOnicos mas relevantes en el periodograma del ciclo empirico son el 1,
el3,el5yel7.

Armo <- (Armol+
Armo3+
Armo5+

Armo7)

plot.ts (Armo)
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PIBfit <- tend+Armo

plot.ts (PIBfit)
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Forma Flexible de Fourier (FFF)

Gallant (1981,1982) introdujo una forma funcional con capacidades muy
distintas a las propuestas hasta el momento, cuyas propiedades de flexibilidad
eran en todos los casos locales. La forma de Fourier que utiliza Gallant posee
la propiedad de flexibilidad global, es decir, permite aproximar arbitrariamente
cerca tanto a la funcibn como a sus derivadas sobre todo el dominio de
definicion de las mismas. La idea que subyace en este tipo de aproximaciones
(que podrian denominarse semi-no-paramétricas) es ampliar el orden de la
base de expansién, cuando el tamafio de la muestra aumenta, hasta conseguir
la convergencia asintética de la funcion aproximante a la verdadera funcion
generadora de los datos y a sus derivadas.

Por tratarse de wuna forma Sobolev-flexible es capaz de estimar
consistentemente las elasticidades sobre todo el espacio de datos (ElBadawi,
Gallant y Souza, 1983); ademas, asintéticamente pueden conseguirse
contrastes estadisticos insesgados (Gallant, 1981, 1982). Por ultimo, Gallant y
Souza (1991) han mostrado la normalidad asintotica de las estimaciones
derivadas de la forma de Fourier.



En la parte negativa, el modelo de Fourier puede conseguir la regularidad
global, pero las restricciones paramétricas que ello implica son excesivamente
fuertes (Gallant, 1981); sin embargo, existen condiciones mas débiles (que no
destruyen ni la flexibilidad ni la consistencia de los estimadores) con las que se
puede conseguir la regularidad teorica al menos sobre un conjunto finito de
puntos (Gallant y Golub, 1983), aunque la implentacién de tales restricciones
resulta compleja (McFadden, 1985).

En cualquier caso, las simulaciones de Monte Carlo realizadas por Fleissig,
Kastens y Terrell (1997) y Chalfant y Gallant (1985) han mostrado que la
region de regularidad de la forma de Fourier libre -sin restricciones de ningun
tipo- es mucho mayor que la correspondiente a las formas Leontief-
Generalizada o Translog.

La aproximacion a una funcion no periodica g(x) por una serie de expansion de

Fourier se realiza en Gallant (1981) afladiendo es esta un término lineal y
cuadratico. De esta forma que la aproximacién univariada se escribe como:

J
g(x/6)=a+ bx+%cx2 + ZZUj cos(jx)—vjssin(jx) (1)
=1
El vector de parametros es 6=(a,b,c,uV,,...,u,,v,) de longitud K =3+2J,

siendo J = x/ﬁ.

Suponiendo que los datos siguieran el modelo y, =g(x)+epara i=1,2,...,n
estimariamos @por minimos cuadrados, minimizando

(0)= (15 1y -0 (x 16

Considerando 8°la solucion al problema de minimizacién anterior, podriamos
obtener diferentes soluciones minimocuadraticas para g(x), considerando

diferentes valores de n y K y elegir aquel de ellos que mejor aproxime, g(x),

(d/dx)g(x), y (d?/dx*)g(x). La norma de Sobolev permite evaluar dichos
errores de aproximacion.

La expresion de la primera y segunda derivada de la funcién (1) son las
siguientes:

D,g(x/8)=b+cx+ i(— u, sin(jx)-v, codjx))j ()

j=1

D2g(x/6) = C+ZJ:(—UJ- cogjx)+v, ser{jx))j? (3)



Dado que la variable exégena x, no esta expresada en forma periddica, debe
de transformase o normalizarse en un intervalo de longitud menor que 27,

[0,271].
Ejemplo 5
#logaritmos

X <-log(K)

Y <- log(PIB)

# transformaciones

z <- 2*pi*X/max(X)

#estimaciones FFF

X <- matrix(c(z,z**2,

sin(z),cos(z),

sin(2*z),cos(2*z),
sin(3*z),cos(3*z)),

nrow=38)

Y <- matrix(c(Y),nrow=38)

LS <- Isfit(X,Y)

res = LS$residuals

PIBfit <- matrix(c(Y-res),nrow=38)

plot.ts (PIBfit)
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La aproximacion FFF multivariada

La aproximacién multivariada se describe en Gallant (1984):
1 A J : }
g(x/6) =, +b'x+ X Cxct Z{um +2)"[m,, codjk; 2)+n,, Si”(JkaZ)]}
a=1 j=1

Donde, X es un vector de Nx1 variables, bes un vector de Nx1 coeficientes,
C es una matriz simetrica de de NxN coeficientes, z es un vector Nx1 de

valores transformados de X, Mia y Nie son coeficientes, Ke _lkxl'kXZ"”’kXN son
multi-indices, vectores de 1xN elementos que representan a la derivadas
parciales de una funcion de produccion de Fourier para los diferentes tipos de
expansion.

Dado que las variable exégenas no estan expresada en forma periddica, deben

de transformase o normalizarse en un intervalo de longitud menor que 27.
Fulginiti et all (2003) sugieren transformar el vector de variables X defininiendo

l, =lna +Inx, >0 i=12..,N

donde & = ~Min{inx}+10°



entonces el valor de las variable transformada seria:
z, = jAk;(Ina, +Inx,)
siendo

2n-¢&

A= maX, :i =12,...,N}

donde € es valor positivo arbitrario y pequefio, si bien se recomienda escoger:

6

A= maX, :i =12,...,N}

La forma flexible que aproxima a una ecuacion con tres variables exogenas, y
j=1 seria:

Z % 3 Zcu D PARTIE

i=1 k>1

+[m codz)+n,sin 1+ii[mk codz, - 7,)+n, sin(z, -2,

i=1 k>1
3 3
+ ZZ[WM codz, =2, =)+ nysin(z, -z, -2z
i=1 k>i
3 3
+ ZZ[% Cos(zit —Z tZ ) L Sin(zn ~Z,tZ )]
i=1 k>i

Es habitual en este tipo de trabajos incluir una tendencia temporal como
variable exdgena, en cuyo caso la forma flexible serialO:

®Carbo S. y Rodriguez F. (2005) estiman una funcién de coste para el sector bancario
espafiol utilizando tres variables explicativas cuya especificacion puede consultarse
en: www.revecap.com/encuentros/anteriores/viieea/autores/R/26.doc



+zb| it - zcn Xu +zzclkxltxkt t+ bttt2 +zb|txltt

i=1 k>1

+[m codz,)+n,sin ]+ii[mk codz, - 7,)+ Ny sin(z, - 2]
i=1 k>1
3

3
+ ZZ[MM Cos(zit — 4y T 4 ) L Sin(zit 4y 4 )]
=1 ko
3 3

+ ZZ[Mkz Cos(zit —Z t Zt)+ Mo Sin(zn —Z,tZ )]

i=1 k>i

Ejemplo 6.

#logaritmos
I_K <-log(K)
|_L <-log(L)

|_PIB <- log(PIB)

#transformaciones

mK <- -min(l_K)+10**(-5)
mL <- -min(I_L)+10**(-5)
MK <- max(l_K)*38

ML <- max(l_L)*37

71 <- (2*pi-2)*(I_K+mK)/MK

22 <- (2*pi-2)*(_L+mL)/ML

#estimaciones FFF

X <- matrix(c(z1,z2,21**2,22**2,21*72,
sin(z1),cos(zl),

sin(z2),cos(z2),

sin(2*z1),cos(2*z1),
sin(2*z2),cos(2*z2),
sin(z1+z2),cos(z1+z2),
sin(z1-z2),cos(z1-z2),

sin(2*z1+z2),cos(2*z1+z2),



sin(2*z1-z2),cos(2*z1-z2),
sin(z1+2*z2),cos(z1+2*z2),
sin(z1-2*z2),cos(z1-2*z2)),
nrow=38)

Y <- matrix(c(l_PIB),nrow=38)

LS <- Isfit(X,Y)

res = LS$residuals

PIBfit <- matrix(c(Y-res),nrow=38)

plot.ts (PIBfit)
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