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1.- Introduccién

La aproximacion FFF multivariada de Gallant (1981,1983) presenta dificultades
practicas ya que precisa de una gran cantidad de datos para ser estimada por
los métodos convencionales, la reduccion de grados de libertad que ocasiona
el utilizar secuencias de series de senos y cosenos en una regla de dificil
aplicacion practica, puede solventarse parametrizando los angulos que
determinan la relacion polar en un eje de tres dimensiones. Se presenta un
ejemplo con el Producto Interior Bruto, el empleo a tiempo completo y el stock
de capital neto de la economia espafiola durante el periodo 1971-2000 que
ofrece resultado no muy alejado de la aproximacion FFF multivariada,
presentando ademas la ventaja de que puede ser implementado en un contexto
tedrico de restricciones de las variables que determinan la funcién de
produccion.

2.- Parametrizaciéon de curvas

Se denominan ecuaciones paramétrica a aquellas ecuaciones en que las
variables X e Y, cada una separadamente, estan expresadas en funcion de la
misma tercera variable, t, a la que se denomina variable paramétrica, estas
ecuaciones se representan en la siguiente forma general:

{x =u(t)

Y = v(t)

Una ecuacion paramétrica permite representar curvas o superficies en el plano
o en el espacio, mediante valores arbitrarios (parametros). En el uso estandar
del sistema de coordenadas, una o dos variables (dependiendo de si se
utilizan dos o tres dimensiones respectivamente) son consideradas
como variables independientes, mientras que la restante, a la que se denomina
variable dependiente, toma un valor en funcién de los valores que toman las
variable(s) independiente(s). Asi por ejemplo la expresidon de un punto

cualquiera *Y) equivale a la expresion (% F (X)) |

Esta representacion tiene la limitacion de requerir que la curva sea una funcién
de X en Y, es decir que todos los valores X tengan un valor y sélo un valor
correspondiente en Y, y no todas las curvas cumplen con dicha condicién. En
una ecuacion paramétrica, tanto X como Y son considerados variables
dependientes, cuyo resultado surge de una tercera variable (sin representacion



gréafica) conocida como parametro, lo que la representacion de funciones
circulares en donde un valor de X puede dar lugar a dos valores de Y.

Por ejemplo, en la ecuacionY = X? | una parametrizacion tendra la
X =uft) X =t

— — 42
forma {Y B V(t) , por lo que una parametrizacion posible seria {Y =t

Una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio r verifica
X =rcost

2 2 _ .2 ., L . { =rsi
que X° +Y* =r" 'y una expresion paramétrica seria Y =rsint
La representacion paramétrica de una curva en un espacio n-dimensional
consiste por tanto en “n” funciones de una variable t que actia como variable
independiente o parametro (habitualmente se considera que t es un nimero
real y que los puntos del espacio n-dimensional estan representados

por n coordenadas reales), de la forma &= (t) f :[a, b] - U ,
donde e representa la i-ésima coordenada del punto generado al asignar

valores del intervalo [a, b] a t. Por ejemplo, para representar una curva en el
espacio se usan 3 funciones X =u(t), Y =v(t)y Z =g(t).

Es comun que se exija que el intervalo [a, b] sea tal que a cada punto

< I .
asy<b o corresponda un punto distinto de la curva; si las coordenadas del

punto obtenido al hacer t = a son las mismas del punto correspondiente at =
b la curva se denomina cerrada.

Se dice que un punto de la curva correspondiente a un valor t del intervalo es
un punto ordinario si las derivadas de las funciones paramétricas existen en 'y
son continuas en ese punto y al menos una es distinta de 0. Si un arco de
curva esta compuesto solamente de puntos ordinarios se denomina suave.

Es comun resumir las ecuaciones paramétricas de una curva en una sola
ecuacion vectorial

n

t)=20 108 = 1,08 + (08 +...1, t)e,

A

donde © representa al vector unitario correspondiente a la coordenada i-ésima.
Por ejemplo, las funciones paramétricas de un circulo unitario con centro en el
origen son x = cos t, y = sen t. Podemos reunir estas ecuaciones como una sola
ecuacion de la forma

F(t) = cost)i +sin) ]

Una superficie parametrizada en 0° es la imagen de una funciéon continua S
definida en una region D O 07 que toma valores en O° , esto es,
S:(u,v)OD 002 - S(n,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) 003



Las variables independientes de la funcidbn S se llaman parametros de la
superficie y la propia funcion S recibe el nombre de parametrizacion de la
superficie. La imagen por S de la frontera de la region D se llama borde o
contorno de la superficie. Si S es inyectiva, lo que significa que no hay puntos
dobles, entonces se dice que la superficie es simple.

2. Parametrizacion de una funcién periodica.

Dadas n observaciones de la variables aleatorias x, - N()‘(,aj).

%
X2

X

n

A cada observacion (t,x,) le corresponde un punto P, en el eje cartesiano, de
forma que

P=@x)P=2Xx,)...P=(NnxX,)

que a su vez, se hace corresponder con una forma polar r, para cada par
14

(t,x,), siendo:
=yt +x’ yy = Arch(?j

Dado que PR (t,x )=t+ix =(r, cosx )+i(r, sinx ), se obtiene que x =r,sin(y,) o
x =tg(y) @ (1)

Pudiendose estimar la variable aleatoria y;, a partir de una expansion FFF de
la forma:

_ t 2 t2m)’ 2 1 t2mr), , . ({27 :
Vi =Vot W +y,| ——| +D |cico +elsin si n es par, y
t=1

n n n
(n=1)si n es impar.

o)

1 J . e
ol 10)=a+by, + 2oy + 237w, cod i) -y;ssin{ )
]:



Ejemplo 1

Utilizando el empleo equivalentes a tiempo completo de la CNE de Espafia
para el periodo 1971-2011%, vamos a construir dicha serie temporal a partir de
la representacion en armoénicos del ciclo empirico del argumento, es decir de

y, =ta(y,)

siendo

~ trerr (tD?njz V{ ) {t[?.nj , .((t[?.nﬂ .
yt—y0+yl +y2— +Z C, CO +Ct Sin , SI N es par, y
t=1

n n n n
(n=1)si n esimpar.

En la Tabla n°l figuran los calculos realizados para obtener la la serie ,
radianes :

! para disponer de esta serie se han enlazadailes de contabilidad nacional 1971-1997 base 88519

2009 base 2000 y 2009-2011 elaborada con la b&@& EDenlace se ha realizado utilizando como
86

1995

2000

1995

coeficiente de enlac€ =



Tabla n°1. Empleo equivalente a tiempo completo. 1971-2011. Miles.

Empleo Empleo

equivalente y radianes equivalente

total (x) t |t/ yradianes | FFF total (FFF)
1971 12.743| 1| 12742,72 1,5707 1,5707 7491
1972 12.878 | 2| 6439,10 1,5706 1,5706 10969
1973 13.194| 3| 4398,00 1,5706 1,5706 12534
1974 13.262| 4| 331556 1,5705 1,5705 13154
1975 13.028 | 5| 2605,59 1,5704 1,5704 13300
1976 12.889| 6| 214823 1,5703 1,5703 13210
1977 12.786 | 7| 1826,50 1,5702 1,5703 13013
1978 12.443| 8| 155540 1,5702 1,5702 12775
1979 12.176 | 9| 1352,93 1,5701 1,5701 12537
1980 11.901 | 10| 1190,13 1,5700 1,5700 12317
1981 11.590 | 11| 1053,60 1,5698 1,5699 12127
1982 11.483 |12 956,88 1,5698 1,5698 11974
1983 11.429 | 13 879,12 1,5697 1,5697 11861
1984 11.156 | 14 796,83 1,5695 1,5696 11788
1985 11.350 | 15 756,68 1,5695 1,5695 11756
1986 11.509 | 16 719,32 1,5694 1,5694 11765
1987 12.029 | 17 707,57 1,5694 1,5694 11815
1988 12.433 |18 690,72 1,5693 1,5693 11905
1989 12.860 | 19 676,84 1,5693 1,5692 12034
1990 13.322 | 20 666,12 1,5693 1,5692 12202
1991 13.450 | 21 640,46 1,5692 1,5691 12408
1992 13.241 | 22 601,86 1,5691 1,5691 12651
1993 12.852 | 23 558,77 1,5690 1,5690 12929
1994 12.788 | 24 532,81 1,5689 1,5690 13241
1995 13.020 | 25 520,79 1,5689 1,5690 13584
1996 13.203 | 26 507,80 1,5688 1,5689 13954
1997 13.668 | 27 506,22 1,5688 1,5689 14348
1998 14.258 | 28 509,21 1,5688 1,5689 14761
1999 14.921 | 29 514,50 1,5689 1,5689 15185
2000 15.670 | 30 522,32 1,5689 1,5689 15613
2001 16.176 | 31 521,79 1,5689 1,5689 16036
2002 16.549 | 32 517,14 1,5689 1,5689 16444
2003 16.949 | 33 513,60 1,5688 1,5688 16828
2004 17.405 | 34 511,90 1,5688 1,5688 17175
2005 17.970| 35 513,43 1,5688 1,5688 17477
2006 18.564 | 36 515,67 1,5689 1,5688 17724
2007 19.090 | 37 515,93 1,5689 1,5687 17908
2008 18.988 | 38 499,69 1,5688 1,5687 18026
2009 17.733 | 39 454,68 1,5686 1,5686 18073
2010 17.281 | 40 432,02 1,5685 1,5686 18052
2011 16.988 | 41 414,33 1,5684 1,5685 17965

Teniendo en cuenta el peridograma de la serie y, radianes (figura n°l) se ha
estimado la siguiente aproximacion de Fourier:



y. = 157044~ o,ooozstriﬂf ¥ o.oomm{%j

Figura n° 1 Periodograma de y, radianes
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La representacion del argumento en radianes y la tendencia calcula aparecen
en la Figura n°1.



Figura n° 2. Serie y, radianes y estimacion FFF
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La representacion de la serie de empleos equivalentes a tiempo completo
estimada se recoge en la figura siguiente:

Figura n® 3. Empleo equivalente a tiempo total 1971-2011
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Tenemos ahora n observaciones de dos variables aleatorias x, — N()‘(,af) e
T A2
v ~ N(y.07).

X, Y
X, Y

X = . |Y =
X, Yo

P

A cada observacién(x“yt) le corresponde un punto "t en el eje cartesiano, de

forma que

P = (X, P = (X, Y,)5 . B = (X, Y,)

que su vez, se hace corresponder un forma polar r, para cada par (Xf’yt),
siendo:

— 2 2
XYy a, = Arch(ij
%

Dado que P, (x,,Y,) =X +iy, =(r, cosa,) +i(r,;sena,) ,se obtiene que:
X, =r.cos@,) , Yy, =rsin@,) ey, =tg(a,)x.

La variable aleatoria X, puede parametrizase entonces como
y. =tg(a,) dg(4,) [

Las ecuaciones paraméticas serian entonces:

{ X =tg(y)
Y, =tg(a,) tg(y,) @

Estimandose los angulos a, con la forma general:

. trem [mqu %{1 {fmnj 2.(@@ﬂﬂ |
Vi =Vot W +y,| ——| +>.|cico +c? sin si n es par, y
t=1

n n n n
(n=1)si n es impar.




Ejemplo 2

Utilizamos ahora las cifras de Empleo a tiempo completo y PIB en euros
constantes de la CNE (Tabla n°2).



Tabla n°2.- Producto Interior Bruto en euros constantes del afio 2000 y Empleo
equivalente a tiempo completo. 1971-2011. Millones de euros y miles de
empleos.

Producto

Interior

Bruto o Prod_ucto

(euros Empleo . Interior

afio equivalente a radianes Bruto

2000) total (x) yIx t |radianes | FFF (FFF)
1971 265.269 12.743 (20,8173 1 1,5228 1,5231 | 266.947
1972 286.886 12.878 | 22,2769 | 2 1,5259 1,5256 | 284.980
1973 309.231 13.194 | 23,4372 | 3 1,5282 1,5279 | 307.676
1974 326.605 13.262 | 24,6267 | 4 1,5302 1,5299 | 324.464
1975 328.376 13.028 | 25,2055 | 5 1,5311 1,5316 | 332.525
1976 339.225 12.889 | 26,3181 | 6 1,5328 1,5331 | 341.336
1977 348.855 12.786 | 27,2852 | 7 1,5342 1,5343 | 349.795
1978 353.957 12.443 | 28,4458 | 8 1,5357 1,5353 | 350.876
1979 354.106 12.176 | 29,0815 | 9 1,5364 1,5364 | 353.714
1980 358.712 11.901 | 30,1406 | 10 1,5376 1,5374 | 356.395
1981 358.079 11.590 | 30,8967 | 11 1,5384 1,5384 | 358.012
1982 363.686 11.483 | 31,6728 | 12 1,5392 1,5394 | 365.742
1983 371.759 11.429 | 32,5287 | 13 1,5401 1,5403 | 374.506
1984 377.213 11.156 | 33,8138 | 14 1,5412 1,5410 | 374.572
1985 387.067 11.350 | 34,1023 | 15 1,5415 1,5416 | 388.528
1986 399.453 11.509 | 34,7076 | 16 1,5420 1,5420 | 399.700
1987 421.987 12.029 | 35,0819 | 17 1,5423 1,5423 | 422.393
1988 443.768 12.433 | 35,6927 | 18 1,5428 1,5426 | 440.941
1989 464.793 12.860 | 36,1429 | 19 1,5431 1,5429 | 461.096
1990 482.179 13.322 | 36,1933 | 20 1,5432 1,5433 | 484.146
1991 493.115 13.450 | 36,6637 | 21 1,5435 1,5437 | 496.796
1992 496.504 13.241 | 37,4979 | 22 1,5441 1,5442 | 498.088
1993 490.728 12.852 | 38,1838 | 23 1,5446 1,5447 | 492.466
1994 501.775 12.788 | 39,2394 | 24 1,5453 1,5451 | 498.272
1995 515.405 13.020 | 39,5862 | 25 1,5455 1,5455 | 514.164
1996 527.862 13.203 | 39,9814 | 26 1,5458 1,5457 | 526.306
1997 548.284 13.668 | 40,1144 | 27 1,5459 1,5459 | 547.990
1998 572.782 14.258 | 40,1727 | 28 1,5459 1,5459 | 573.464
1999 599.966 14.921 | 40,2106 | 29 1,5459 1,5460 | 601.276
2000 630.263 15.670 | 40,2223 | 30 1,5459 1,5460 | 632.564
2001 653.255 16.176 | 40,3855 | 31 1,5460 1,5461 | 654.389
2002 670.920 16.549 | 40,5424 | 32 1,5461 1,5461 | 671.263
2003 691.695 16.949 | 40,8111 | 33 1,5463 1,5462 | 689.686
2004 714.291 17.405 | 41,0401 | 34 1,5464 1,5463 | 711.073
2005 740.108 17.970 | 41,1855 | 35 1,5465 1,5465 | 738.260
2006 769.850 18.564 | 41,4701 | 36 1,5467 1,5467 | 769.017
2007 797.367 19.090 | 41,7699 | 37 1,5469 1,5470 | 800.561
2008 804.223 18.988 | 42,3538 | 38 1,5472 1,5474 | 809.929
2009 774.285 17.733 | 43,6643 | 39 1,5479 1,5478 | 772.540
2010 771.809 17.281 | 44,6624 | 40 1,5484 1,5484 | 770.578
2011 775.034 16.988 | 45,6238 | 41 1,5489 1,5489 | 774.112




Figura n°4.- Periodograma de a, radianes

Espectro de v1

afios

41.0 10.3 5.9 4.1 3.2 2.6 2.2
7e-005 T T T T T T T

6e-005 b

5e-005 b

4e-005 b

3e-005 - N

2e-005 [ b

1e-005 b

0 I ! I 1
0 5 10 15 20

frecuencia escalada
Tendiendo en cuenta el espectro de la serie a, radianes (Figura n°4), se
calcula la siguiente expansiéon FFF:

2
a, =15201+ 0,0110@{ - 0.002{t D?’lT j + 0.0003:0{t L2 j " 0,00135in[t L2 j ¥ 0,000$in[t Hhn j ¥ 0,000$in[t o )
n- n- - - - -

La estimacion de la serie a, radianes a partir de la expansion FFF se
representa en la Figura n°5.



Figura n°5. Serie a, radianes y estimacion FFF
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La estimacion del PIB en euros constantes a partir del empleo aparece en la
figura siguiente:

Figura n°® 6. Producto Interior Bruto en euros constantes del afio 2000. 1971-
2011.
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Se trata ahora de estima la relacion y, = F(x,z)en donde x,y z actdan como

variables explicativas. En este caso las relaciones geométricas a considerar
son las que aparecen en la figura n°3.

Figura n°3

/

Se parte ahora de la representacion polar entre cadax,y z,. que vendra dada

= / 2 + 2
por un modulo " X ta y un argumento a, = Arch(ij. de forma que se
X,
puede construir un nuevo plano entre el modulo " |a variable dependiente e,

Dado que el modulo "t puede tener un valor diferente seguin se cambie el nivel
de la variable parece aconsejable normalizar dichas variables.

r

En consecuencia ahora tenemos dos variables 't e Yt cuya representacion

polar tendra a su vez un médulo p, =/r” +y’y un argumento 3, = Arch(ij .
r

t
Operando p, =X’ +ZZ +y;

Las representacion polar del sistema vendria dada a partir de:

W =PC0SB) g = psen(B) ey, =tg(BXE+Z (1)



Dado que z =tg(a,)X , entonces

Y, =tg(B % +ta(a )% )’ = xlta(8 )] +[ta(8,) do(a, )]

por otro lado y dado que 7—27—0t = Arch[ﬁj. entonces
Z

S |

considerando tanto la sucesion de angulos a,y £ como series de Fourier, se
puede afirmar que el conjunto de datos (X,, V,, z), puede parametrizarse en
funcidén de una de ellas cualesquiera, y t.

Supongamos que en nuestro conjunto de datos la dimension X, es exdgena,
entonces:

X, =X,
—tg(a )X, (2)
W[tg (B +[ta(8,)do(a, )

Slendo

a, =ao+alttfﬂ (t D?n] +Z{c co{
5=+ 520 [@”j +Z{b co{

La parametnzamon sobre la dimension z, :

osfe]
Josfe]

z =z
z, =tg(’—2T - a,)x (3)

- ol ot )i 7. ||

Por dltimo, la parametrizacion sobre vy,




Ye = Y

_ Y,
T AT e
Vi

N \/[tg(m I +|ale)[ 7o)

2

Ejemplo 3

En el ejemplo 3 planteamos una estimacion de la funcion de produccion de la
economia espafola utilizando los datos de empleo equivalente a tiempo
completo, el Producto Interior Bruto de la CNE, valorada esta ultima en euros
constantes y el Stock neto de de capital de la Fundacién del BBVA valorada en
miles de euros constantes base 2000, y sin considerar el valor de la vivienda
(ver tabla n°6).



Tabla n° 6. Empleo equivalente a tiempo completo, Producto Interior Bruto de la
s y el Stock neto de de capital. Millones constantes de euros afio 2000 y miles
de empleos.

Producto

Interior Empleo a

Bruto (Ctes) | tiempo Stock de

Y completo X | Capital Z
1971 243.448 12.743 | 265.269
1972 262.107 12.878 | 286.886
1973 284.333 13.194 | 309.231
1974 307.959 13.262 | 326.605
1975 328.363 13.028 | 328.376
1976 346.791 12.889 | 339.225
1977 363.943 12.786 | 348.855
1978 379.636 12.443 | 353.957
1979 393.268 12.176 | 354.106
1980 406.561 11.901| 358.712
1981 417.897 11.590 | 358.079
1982 429.637 11.483 | 363.686
1983 440.562 11.429 | 371.759
1984 448.413 11.156 | 377.213
1985 459.117 11.350 | 387.067
1986 474.688 11.509 | 399.453
1987 496.304 12.029 | 421.987
1988 523.763 12.433 | 443.768
1989 559.321 12.860 | 464.793
1990 597.434 13.322 | 482.179
1991 635.839 13.450 | 493.115
1992 668.924 13.241| 496.504
1993 691.947 12.852 | 490.728
1994 715.836 12.788 | 501.775
1995 744.264 13.020 | 515.405
1996 769.988 13.203 | 527.862
1997 799.170 13.668 | 548.284
1998 835.577 14.258 | 572.782
1999 878.412 14.921| 599.966
2000 923.074 15.670 | 630.263
2001 968.182 16.176 | 653.255
2002 1.011.559 16.549 | 670.920
2003 1.056.437 16.949 | 691.695
2004 1.103.659 17.405| 714.291
2005 1.157.349 17.970 | 740.108
2006 1.217.898 18.564 | 769.850
2007 1.284.160 19.090 | 797.367
2008 1.344.152 18.988 | 804.223
2009 1.380.015 17.733 | 774.285
2010 1.413.146 17.281| 771.809




La estimacién de la funcion de produccion se puede abordar restringiendo
alguna de las tres variables, esto es si se restringe el Empleo equivalente
estariamos en un modelo de funcion de produccién en el que esta magnitud
estaria limitando la produccién nacional y lo considerariamos exdgeno a la
funcion de produccion, si restringimos el stock de capital seria este otro factor
de produccién el limitativo y por tanto seria exogeno, si restringimos el PIB
estariamos ante un modelo en el que la demanda agregada limitaria el PIB y
este Ultimo estableceria la cantidad de empleo y stock capital necesaria para
alcanzar el volumen anual de produccién, en este caso el PIB seria la variable
exdgena al modelo.

En primer lugar hay que aproximar las trayectorias temporales de los angulos
ayp.



Tabla n° 7.- Empleo equivalente a tiempo completo, Producto Interior Bruto de
la sy el Stock neto de de capital en logaritmos y su representacion polar.

Empleo

Producto | equivalentes

Interior | a tiempo Stock de

Bruto completo Capital [ radianes B FFF o radianes
1971 12,4885 9,4527 12,4027 15,5942 0,6753 0,6755 0,9196
1972 12,5668 9,4633 12,4765 15,6594 0,6763 0,6761 0,9219
1973 12,6418 9,4875 12,5579 15,7389 0,6767 0,6764 0,9238
1974 12,6965 9,4927 12,6377 15,8058 0,6767 0,6765 0,9266
1975 12,7019 9,4749 12,7019 15,8465 0,6757 0,6764 0,9299
1976 12,7344 9,4642 12,7565 15,8839 0,6758 0,6761 0,9325
1977 12,7624 9,4561 12,8048 15,9179 0,6758 0,6758 0,9347
1978 12,7769 9,4289 12,8470 15,9358 0,6758 0,6754 0,9377
1979 12,7774 9,4072 12,8822 15,9514 0,6754 0,6752 0,9401
1980 12,7903 9,3844 12,9155 15,9649 0,6754 0,6751 0,9424
1981 12,7885 9,3579 12,9430 15,9716 0,6752 0,6752 0,9448
1982 12,8040 9,3486 12,9707 15,9886 0,6752 0,6754 0,9463
1983 12,8260 9,3439 12,9958 16,0062 0,6755 0,6758 0,9474
1984 12,8406 9,3197 13,0135 16,0065 0,6761 0,6761 0,9493
1985 12,8664 9,3370 13,0371 16,0357 0,6762 0,6763 0,9493
1986 12,8979 9,3509 13,0704 16,0709 0,6763 0,6765 0,9498
1987 12,9527 9,3950 13,1149 16,1328 0,6765 0,6764 0,9492
1988 13,0031 9,4281 13,1688 16,1959 0,6765 0,6761 0,9494
1989 13,0493 9,4619 13,2345 16,2689 0,6760 0,6757 0,9501
1990 13,0861 9,4972 13,3004 16,3431 0,6752 0,6751 0,9507
1991 13,1085 9,5067 13,3627 16,3994 0,6743 0,6745 0,9524
1992 13,1153 9,4911 13,4134 16,4317 0,6736 0,6739 0,9550
1993 13,1036 9,4612 13,4473 16,4421 0,6729 0,6733 0,9577
1994 13,1259 9,4562 13,4812 16,4670 0,6730 0,6729 0,9591
1995 13,1527 9,4742 13,5202 16,5093 0,6727 0,6726 0,9596
1996 13,1766 9,4882 13,5541 16,5451 0,6725 0,6724 0,9601
1997 13,2145 9,5228 13,5913 16,5954 0,6725 0,6723 0,9596
1998 13,2583 9,5651 13,6359 16,6562 0,6723 0,6722 0,9591
1999 13,3046 9,6105 13,6859 16,7232 0,6720 0,6720 0,9586
2000 13,3539 9,6595 13,7355 16,7919 0,6718 0,6718 0,9579
2001 13,3897 9,6913 13,7832 16,8492 0,6715 0,6716 0,9580
2002 13,4164 9,7141 13,8270 16,8982 0,6710 0,6712 0,9584
2003 13,4469 9,7379 13,8704 16,9474 0,6707 0,6708 0,9587
2004 13,4790 9,7645 13,9141 16,9985 0,6704 0,6704 0,9589
2005 13,5146 9,7965 13,9616 17,0557 0,6701 0,6700 0,9590
2006 13,5540 9,8290 14,0126 17,1162 0,6698 0,6696 0,9591
2007 13,5891 9,8569 14,0656 17,1756 0,6693 0,6692 0,9595
2008 13,5976 9,8516 14,1113 17,2099 0,6687 0,6687 0,9613
2009 13,5597 9,7832 14,1376 17,1925 0,6678 0,6681 0,9655
2010 13,5565 9,7574 14,1613 17,1974 0,6676 0,6674 0,9675




Las aproximaciones FFF se han realizado con las siguientes funciones:

2
a, = 09321+ 0,0009" 27 + o.ooz{@] - o.oosmo{ tien ) + o,oomm(gr] - 0,0017(:05(t Han ] + 0,000Fsin(t Hhn ) +
n n n n n n

* 0,000320{t o ) - o,ooozin[t o ) - 0,0005co{t B ) ¥ 0,000$in(t Hor )
n n n n

2
B, = 06720+ 00038 27 - o.ome{gj - 0.0009c0{t 2 j + 0,000Bin[t 2 j + 0,0004co{t tn j + o,ooosin(@)
n n n n n n

Los resultados graficos de las aproximaciones se recogen en las figuras n® 7 y
n° 8.

Figura n°7. Serie a, radianes y estimacion FFF
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Figura n°8. Serie B, radianes y estimacion FFF
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La obtencion del modelo que restringe el empleo a tiempo parcial (%) se
calcula en la tabla n° 8 utilizando el sistema de ecuaciones (2), los resultados

graficos se incluyen en las figuras n°® 9 y n°10

Tabla n°8. Parametrizacion del modelo que restringe el empleo a tiempo

completo.
Empleo a Estimacion de | Estimacion del
tiempo Stock de Producto
B FFF o FFF completo (x) Capital Interior Bruto

1971 0,6755 0,9196 9,4527 12,4031 12,4941
1972 0,6761 0,9216 9,4633 12,4702 12,5573
1973 0,6764 0,9241 9,4875 12,5662 12,6396
1974 0,6765 0,9268 9,4927 12,6433 12,6941
1975 0,6764 0,9295 9,4749 12,6923 12,7139
1976 0,6761 0,9323 9,4642 12,7513 12,7396
1977 0,6758 0,9350 9,4561 12,8129 12,7665
1978 0,6754 0,9376 9,4289 12,8464 12,7666
1979 0,6752 0,9401 9,4072 12,8838 12,7745
1980 0,6751 0,9424 9,3844 12,9151 12,7818
1981 0,6752 0,9445 9,3579 12,9356 12,7848
1982 0,6754 0,9464 9,3486 12,9729 12,8107
1983 0,6758 0,9479 9,3439 13,0072 12,8391
1984 0,6761 0,9489 9,3197 13,0023 12,8333
1985 0,6763 0,9495 9,3370 13,0418 12,8740
1986 0,6765 0,9496 9,3509 13,0644 12,8984
1987 0,6764 0,9494 9,3950 13,1226 12,9552
1988 0,6761 0,9494 9,4281 13,1676 12,9929
1989 0,6757 0,9498 9,4619 13,2259 13,0347
1990 0,6751 0,9509 9,4972 13,3060 13,0880
1991 0,6745 0,9527 9,5067 13,3703 13,1174
1992 0,6739 0,9550 9,4911 13,4124 13,1211
1993 0,6733 0,9572 9,4612 13,4348 13,1076
1994 0,6729 0,9590 9,4562 13,4789 13,1227
1995 0,6726 0,9600 9,4742 13,5327 13,1580
1996 0,6724 0,9601 9,4882 13,5561 13,1744
1997 0,6723 0,9596 9,5228 13,5910 13,2096
1998 0,6722 0,9589 9,5651 13,6301 13,2515
1999 0,6720 0,9583 9,6105 13,6779 13,2997
2000 0,6718 0,9581 9,6595 13,7410 13,3577
2001 0,6716 0,9582 9,6913 13,7893 13,3961
2002 0,6712 0,9584 9,7141 13,8292 13,4230
2003 0,6708 0,9586 9,7379 13,8691 13,4490
2004 0,6704 0,9587 9,7645 13,9089 13,4755
2005 0,6700 0,9588 9,7965 13,9560 13,5091
2006 0,6696 0,9591 9,8290 14,0118 13,5487
2007 0,6692 0,9600 9,8569 14,0788 13,5931
2008 0,6687 0,9617 9,8516 14,1238 13,6067
2009 0,6681 0,9644 9,7832 14,1061 13,5484
2010 0,6674 0,9679 9,7574 14,1749 13,5609




Figura n°9. Parametrizacion del stock capital en el modelo que restringe el
empleo.
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Figura n°10 Parametrizacion del Producto Interior Bruto en el modelo que
restringe el empleo.

14,0
13,8 -

13,6 -

13,4 | /

13,2 ——

13,0

12,8 //_ ,/

12,6 1

12,4

12,2

12,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
A A AP

AN A N

© © & L P S > & O
P L PP F SN
IR NS I ™ O S S

—— Producto Interior Bruto (y). —— Estimacién del Producto Interior Bruto ‘

La obtencion del modelo que restringe del stock de capital neto (z) se calcula

en la tabla n° 9 utilizando el sistema de ecuaciones (3), los resultados graficos
se incluyen en las figuras n°® 11y n°12



Tabla n°9. Parametrizacion del modelo que restringe el stock de capital

Estimacion | Estimacion
Stock del Empleo | del
de equivalente | Producto
Capital | atiempo Interior
B FFF o FFF (2) completo Bruto
1971 0,6755 0,9196 | 12,4027 9,4524 12,4936
1972 0,6761 0,9216 | 12,4765 9,4681 12,5637
1973 0,6764 0,9241 | 12,5579 9,4812 12,6312
1974 0,6765 0,9268 | 12,6377 9,4885 12,6885
1975 0,6764 0,9295 | 12,7019 9,4820 12,7235
1976 0,6761 0,9323 | 12,7565 9,4680 12,7448
1977 0,6758 0,9350 | 12,8048 9,4501 12,7583
1978 0,6754 0,9376 | 12,8470 9,4294 12,7672
1979 0,6752 0,9401 | 12,8822 9,4061 12,7730
1980 0,6751 0,9424 | 12,9155 9,3847 12,7822
1981 0,6752 0,9445 | 12,9430 9,3632 12,7921
1982 0,6754 0,9464 | 12,9707 9,3470 12,8085
1983 0,6758 0,9479 | 12,9958 9,3357 12,8279
1984 0,6761 0,9489 | 13,0135 9,3277 12,8443
1985 0,6763 0,9495 | 13,0371 9,3336 12,8694
1986 0,6765 0,9496 | 13,0704 9,3552 12,9044
1987 0,6764 0,9494 | 13,1149 9,3896 12,9477
1988 0,6761 0,9494 | 13,1688 9,4290 12,9941
1989 0,6757 0,9498 | 13,2345 9,4680 13,0432
1990 0,6751 0,9509 | 13,3004 9,4932 13,0825
1991 0,6745 0,9527 | 13,3627 9,5013 13,1100
1992 0,6739 0,9550 | 13,4134 9,4918 13,1221
1993 0,6733 0,9572 | 13,4473 9,4700 13,1197
1994 0,6729 0,9590 | 13,4812 9,4578 13,1249
1995 0,6726 0,9600 | 13,5202 9,4654 13,1458
1996 0,6724 0,9601 | 13,5541 9,4868 13,1725
1997 0,6723 0,9596 | 13,5913 9,5231 13,2099
1998 0,6722 0,9589 | 13,6359 9,5691 13,2571
1999 0,6720 0,9583 | 13,6859 9,6161 13,3074
2000 0,6718 0,9581 | 13,7355 9,6556 13,3523
2001 0,6716 0,9582 | 13,7832 9,6869 13,3901
2002 0,6712 0,9584 | 13,8270 9,7125 13,4208
2003 0,6708 0,9586 | 13,8704 9,7389 13,4502
2004 0,6704 0,9587 | 13,9141 9,7682 13,4805
2005 0,6700 0,9588 | 13,9616 9,8004 13,5146
2006 0,6696 0,9591 | 14,0126 9,8296 13,5495
2007 0,6692 0,9600 | 14,0656 9,8476 13,5803
2008 0,6687 0,9617 | 14,1113 9,8428 13,5946
2009 0,6681 0,9644 | 14,1376 9,8050 13,5787
2010 0,6674 0,9679 | 14,1613 9,7480 13,5479




Figura n°11. Parametrizacién del empleo equivalente a tiempo completo en el
modelo que restringe el stock de capital
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Figura n°12. Parametrizacion del Producto Interior Bruto en el modelo que
restringe el stock de capital
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La obtencion del modelo que restringe del Producto Interior Bruto (y,) se

calcula en la tabla n°® 10 utilizando el sistema de ecuaciones (4), los resultados
gréaficos se incluyen en las figuras n°® 13 y n°14



Tabla n°10. Parametrizacion del modelo que restringe el Producto Interior Bruto

Estimacion
del Empleo
Producto | equivalente | Estimacion
Interior a tiempo de Stock de
B FFF o FFF Bruto (y). | completo Capital

1971 0,6755 0,9196 | 12,4885 9,4485 12,3976
1972 0,6761 0,9216 | 12,5668 9,4705 12,4796
1973 0,6764 0,9241| 12,6418 9,4892 12,5685
1974 0,6765 0,9268 | 12,6965 9,4945 12,6457
1975 0,6764 0,9295| 12,7019 9,4659 12,6803
1976 0,6761 0,9323| 12,7344 9,4603 12,7461
1977 0,6758 0,9350 | 12,7624 9,4531 12,8088
1978 0,6754 0,9376 | 12,7769 9,4366 12,8568
1979 0,6752 0,9401| 12,7774 9,4094 12,8867
1980 0,6751 0,9424 | 12,7903 9,3906 12,9236
1981 0,6752 0,9445| 12,7885 9,3606 12,9393
1982 0,6754 0,9464 | 12,8040 9,3438 12,9662
1983 0,6758 0,9479 | 12,8260 9,3344 12,9939
1984 0,6761 0,9489 | 12,8406 9,3250 13,0097
1985 0,6763 0,9495 | 12,8664 9,3315 13,0340
1986 0,6765 0,9496 | 12,8979 9,3505 13,0638
1987 0,6764 0,9494 | 12,9527 9,3932 13,1201
1988 0,6761 0,9494 | 13,0031 9,4355 13,1779
1989 0,6757 0,9498 | 13,0493 9,4725 13,2407
1990 0,6751 0,9509 | 13,0861 9,4958 13,3040
1991 0,6745 0,9527 | 13,1085 9,5003 13,3612
1992 0,6739 0,9550 | 13,1153 9,4869 13,4065
1993 0,6733 0,9572 | 13,1036 9,4584 13,4308
1994 0,6729 0,9590 | 13,1259 9,4586 13,4822
1995 0,6726 0,9600 | 13,1527 9,4704 13,5273
1996 0,6724 0,9601| 13,1766 9,4897 13,5583
1997 0,6723 0,9596 | 13,2145 9,5264 13,5961
1998 0,6722 0,9589 | 13,2583 9,5700 13,6371
1999 0,6720 0,9583 | 13,3046 9,6141 13,6830
2000 0,6718 0,9581| 13,3539 9,6567 13,7371
2001 0,6716 0,9582 | 13,3897 9,6866 13,7828
2002 0,6712 0,9584 | 13,4164 9,7093 13,8224
2003 0,6708 0,9586 | 13,4469 9,7364 13,8670
2004 0,6704 0,9587 | 13,4790 9,7671 13,9126
2005 0,6700 0,9588 | 13,5146 9,8004 13,9616
2006 0,6696 0,9591| 13,5540 9,8328 14,0172
2007 0,6692 0,9600 | 13,5891 9,8540 14,0747
2008 0,6687 0,9617 | 13,5976 9,8450 14,1144
2009 0,6681 0,9644 | 13,5597 9,7913 14,1178
2010 0,6674 0,9679 | 13,5565 9,7542 14,1703




Figura n°13. Parametrizacién del empleo equivalente a tiempo completo en el
modelo que restringe el Producto Interior Bruto
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Figura n°14. Parametrizacion del stock de capital en el modelo que restringe el
Producto Interior Bruto
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Ejemplo 4

A través de la aproximacion FFF de g, radianes puede estimarse directamente
el Producto Interior Bruto (y,) a partir de (1). Los calculos necesarios se
recogen en la Tabla n°® 11.



Tabla n°10. Estimacién del Producto Interior Bruto a través de la aproximacion
FFF de g, radianes

Producto

Interior Empleo a | Stock

Bruto tiempo de FFF

(Ctes). completo | Capital | B FFF r rtg(B) Multivariada
1971 12,4885| 94527 | 12,4027 | 0,6755| 15,5942 | 12,4938 12,4900
1972 12,5668 | 9,4633|12,4765| 0,6761| 156594 | 12,5614 12,5631
1973 12,6418| 9.4875| 12,5579 | 0,6764 | 15,7389 | 12,6342 12,6454
1974 12,6965 | 94927 | 12,6377 | 0,6765 | 15,8058 | 12,6905 12,6916
1975 12,7019 | 94749 | 12,7019 |  0,6764 | 15,8465 | 12,7201 12,7084
1976 12,7344 | 94642 | 12,7565 | 0,6761| 15,8839 | 12,7430 12,7342
1977 12,7624 | 9,4561|12,8048| 0,6758| 159179 | 12,7612 12,7628
1978 12,7769 | 94289 | 12,8470 |  0,6754 | 15,9358 | 12,7670 12,7703
1979 12,7774 | 94072 | 12,8822 | 0,6752 | 15,9514 | 12,7735 12,7793
1980 12,7903 | 19,3844 | 12,9155| 0,6751 | 15,9649 | 12,7821 12,7872
1981 12,7885| 9,3579|12,9430| 0,6752 | 15,9716 | 12,7896 12,7895
1982 12,8040 | 19,3486 | 12,9707 | 0,6754 | 15,9886 | 12,8092 12,8097
1983 12,8260 | 9,3439 | 12,0958 |  0,6758 | 16,0062 | 12,8317 12,8307
1984 12,8406 | 9,3197 | 13,0135| 0,6761 | 16,0065 | 12,8406 12,8349
1985 12,8664 | 9,3370|13,0371| 0,6763| 16,0357 | 12,8709 12,8647
1986 12,8979 | 19,3509 | 13,0704 | 0,6765 | 16,0709 | 12,9023 12,8987
1987 12,0527 | 19,3950 | 13,1149 | 0,6764 | 16,1328 | 12,9502 12,9535
1988 13,0031 | 94281 13,1688 | 0,6761 | 16,1959 | 12,9937 13,0018
1989 13,0493 | 94619 | 13,2345| 0,6757 | 16,2689 | 13,0403 13,0476
1990 13,0861 | 9,4972| 13,3004 | 0,6751| 16,3431 | 13,0844 13,0884
1991 13,1085| 9,5067 | 13,3627 | 0,6745| 16,3994 | 13,1125 13,2090
1992 13,1153 | 94911 |13,4134| 0,6739 | 16,4317 | 13,1218 131132
1993 13,1036 | 94612 | 13,4473 | 0,6733| 16,4421 | 13,1157 13,1087
1994 13,1259 | 94562 | 13,4812 | 0,6729 | 16,4670 | 13,1242 13,1212
1995 13,1527 | 9,4742| 1355202 | 0,6726 | 16,5093 | 13,1498 13,1514
1996 13,1766 | 9,4882| 135541 | 0,6724| 16,5451 | 13,1731 13,1789
1997 13,2145| 95228 | 13,5913 |  0,6723 | 16,5954 | 13,2008 13,2159
1998 13,2583 | 95651 | 13,6359 |  0,6722 | 16,6562 | 13,2553 13,2578
1999 13,3046 | 9,6105 | 13,6859 |  0,6720 | 16,7232 | 13,3049 13,3041
2000 13,3539 | 19,6595 | 13,7355 | 0,6718 | 16,7919 | 13,3541 13,3510
2001 13,3897 | 9,6913|13,7832| 0,6716| 16,8492 | 13,3921 13,3889
2002 13,4164 | 9,7141|138270| 06712 16,8982 | 13,4216 13,4201
2003 13,4469 | 97379 | 13,8704 | 0,6708 | 16,9474 | 13,4498 13,4494
2004 13,4790 | 9,7645| 13,9141 | 0,6704 | 16,9985 | 13,4789 13,4782
2005 13,5146 | 9,7965| 13,9616 | 0,6700 | 17,0557 | 13,5128 13,5117
2006 13,5540 | 19,8290 | 14,0126 | 0,6696 | 17,1162 | 13,5492 13,5522
2007 13,5891 | 9,8569 | 14,0656 |  0,6692 | 17,1756 | 13,5845 13,5937
2008 13,5976 | 98516 | 14,1113 |  0,6687 | 17,2099 | 13,5986 13,5950
2009 13,5597 | 19,7832 14,1376 | 0,6681 | 17,1925 | 13,5688 13,5594
2010 13,5565| 9,7574|14,1613| 0,6674 | 17,1974 | 13,5521 13,5571

En la ultima columna de la tabla se ha realizado una aproximacion a una FFF
con dos variables (Gallant, 1981,1982), cuya metodologia se describe en el
anexo. Este tipo de aproximacion tienen el inconveniente que necesitan



muchas variable explicativas. En este caso se ha utilizado la expansion descrita
en la tabla siguiente:

Tabla n® 11. Aproximacion FFF multivariada del logaritmo del PIB.

parametro t
y=a -112,85 -1,76
X -8,29 -0,90
z 23,71 5,45
X2 1,89 4,69
z2 -0,14 -1,29
X*z -2,03 -3,70
cos(X) -0,01 -0,20
sen(x) 0,01 0,79
cos(z) 0,10 2,10
sen(z) 0,06 2,53
C0S(2*X) -0,01 -2,37
sen(2*x) 0,01 0,81
cos(2*z) 0,02 3,15
sen(2*z) -0,06 -6,59
cos(x+2) 0,02 1,24
sen(x+z) 0,04 2,45

Los resultados graficos de ambas expansiones se representan junto a la serie
original en la Figura n°15 y n°16, en la primera se recogen los niveles de las
series y en la segunda las diferencia en las series, que al venir expresadas en
logaritmos adquieren el significado de tasa de crecimiento anuales.

Figura n°15. Aproximacion al Producto Interior Bruto, utilizando una funcion
parametrizada y la FFF multivariada.
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Tabla n°16 .- Diferencias logaritmicas del Producto Interior Bruto, utilizando una
funcién parametrizada 'y FFF multivariada.
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Los resultados son muy similares, si bien el error cuadratico medio de la
aproximacion FFF Multivariada es menor (0,003845 frente a 0,0014638).



Anexo Aproximacion FFF.

Gallant (1981,1982) introdujo una forma funcional con capacidades muy distintas a las
propuestas hasta el momento, cuyas propiedades de flexibilidad eran en todos los
casos locales. La forma de Fourier que utiliza Gallant posee la propiedad de
flexibilidad global, es decir, permite aproximar arbitrariamente cerca tanto a la funcién
como a sus derivadas sobre todo el dominio de definicién de las mismas. La idea que
subyace en este tipo de aproximaciones (que podrian denominarse semi-no-
paramétricas) es ampliar el orden de la base de expansion, cuando el tamafio de la
muestra aumenta, hasta conseguir la convergencia asintotica de la funcién
aproximante a la verdadera funcién generadora de los datos y a sus derivadas.

Por tratarse de una forma Sobolev-flexible? (frente a la Diewert-flexibilidad de las
anteriores) es capaz de estimar consistentemente las elasticidades precio y renta
sobre todo el espacio de datos (ElBadawi, Gallant y Souza, 1983); ademas,
asintéticamente pueden conseguirse contrastes estadisticos insesgados (Gallant,
1981, 1982) y la eliminacién del problema de inferencias aumentadas provocado por la
especificacion de un determinado modelo. Por ultimo, Gallant y Souza (1991) han
mostrado la normalidad asint6tica de las estimaciones derivadas de la forma de
Fourier.

En la parte negativa, el modelo de Fourier puede conseguir la regularidad global, pero
las restricciones paramétricas que ello implica son excesivamente fuertes (Gallant,
1981); sin embargo, existen condiciones mas débiles (que no destruyen ni la
flexibilidad ni la consistencia de los estimadores) con las que se puede conseguir la
regularidad tedrica al menos sobre un conjunto finito de puntos (Gallant y Golub,
1983), aunque la implentacion de tales restricciones resulta compleja (McFadden,
1985).

En cualquier caso, las simulaciones de Monte Carlo realizadas por Fleissig, Kastens y
Terrell (1997) y Chalfant y Gallant (1985) han mostrado que la region de regularidad
de la forma de Fourier libre -sin restricciones de ningun tipo- es mucho mayor que la
correspondiente a las formas Leontief-Generalizada o Translog.

Un polinomio de Fourier viene dado por la expresion:

k
a . e
§+Z(uj cogjw,t) +v, sm(jwot))
j=L
Donde k es el numero de ciclos te6ricos 0 armonicos que consideramos, siendo el
méaximo n/2.
2n . . . .
W, =—es la frecuencia fundamental (también denominada frecuencia angular
n

fundamental).
t toma los valores enteros comprendidos entre 1y n (es decir, t=1, 2, 3, ...n).

Los coeficientes de los armonicos vienen dados por las expresiones:

a_2g 2 . 2, o -
5 :E a Yi» U, :Eiz:l‘,(yi COS(Woti J))’Vj :H; Yi Sln(Woti J)

2 para consultar la norma Sebdiéip://pareto.uab.es/mcreel/Econometrics/econometrics.pdf




La aproximacién a una funcién no periédica g(X) por una serie de expansién de

Fourier se realiza en Gallart (1981) afiadiendo es esta un término lineal y cuadratico.
De esta forma que la aproximacion univariada se escribe como:

1 J . .
g(x/6)=a+ bx+§cx2 + ZZUj cos(jx)—vjssm(Jx) (1)
j=1
El vector de parametros es & = (a, b,c,u,v,,...,u; ,VJ) de longitud K =3+2J, siendo
J=A/n.
Suponiendo que los datos siguieran el modelo Yy, =g(X)+epara i=1,2,...,n se
estimaria @por minimos cuadrados, minimizando

5.0)= (3> o (6

Dado que la variable exdgena X, no esta expresada en forma periddica, debe de
transformase o normalizarse en un intervalo de longitud menor que 272, [0,2771.

La aproximacién multivariada se describe en Gallant (1984):

9(x/8)=u, + b'x+%x'Cx+ ZA:{UOH +2> [uja cos(jkl',x)—vja sin(jkl',x)]}
a=1

A
Donde C = —Zankak;. La regla de formacion de la secuencia {ka}esté dada en
a=1

Gallant (1981) y en Gallant (1982) para diferentes sistemas.
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