Disefio de filtros lineales para analisis econémico.

Disefio de filtros lineales para andlisis econémico. byFrancisco Parra Rodriguez is licensed under a Creative
Commons Reconocimiento-NoComercial 3.0 Unported License.

Francisco Parra Rodriguez

Jefe de Servicio de Estadistica EconOmica y Sociodemogréfica del Instituto Cantabro de
Estadistica.
Doctor en Ciencias Econémicas UNED

Operadores de series de tiempo

El operador de retardo se define como:
k —
L% =X

Para kOO . Los polinomios en el operador de rezago toman la siguiente forma:

AL)=1+@ +¢@?L* +.. .+ ¢@°LP
Las p raices del polinomio se obtienen resolviendo para ¢(L) =0 .

Los operadores de diferenciacion, o de diferencia, se definen como:

A =@1-L) 60, =(@-L")

Finalmente, en el contexto de ajuste estacional se define la diferencia estacional como:
s-1

F=1+L+L2+. +15 ="
j=0

Donde s es el numero de periodos observados por afo.

Filtros lineales *

Un filtro lineal se define como:
a(l)= > al
j=—00

donde los ponderadores son nimeros reales, i. e.a; LJlI ; no dependen del tiempo y satisfacen

Zajz <oo . Aplicando el filtro lineal a(L) a un proceso estocéastico estacionario, X, , da como

j=—c0
resultado un nuevo proceso estocastico:
yo =a(l)x = > a;% (1)
j=—c0
donde las propiedades de X, se transmiten a y, por medio del filtro lineal a(L) . Para examinar el
efecto que tiene un filtro lineal hay que analizarlo en el dominio de la frecuencia.

! para mas detalle ver Francisco G. Villarreaknigntos tedricos del ajuste estacional de serigatcas utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-

SEATS. Serie 38. Estudios estadisticos y prospecivision de Estadistica y Proyecciones Econdsni&antiago de Chile, Diciembre del 2005
www.eclac.org/publicaciones/xml/9/24099/Icl2457e.pdf




Utilizando la transformada de Fourier, se obtiene el espectro del filtro lineal aplicado a X, :

S, (@) =[a(e™)[s, (@)

donde;

o) N g @@l
ale )—Zaje

j=-00

es conocido como la respuesta de frecuencia del filtro lineal o funcion de transferencia. Esta
funcién describe como el espectro de la serie X, es afectado por la aplicacion del filtro a(L) .

Dado que la respuesta de frecuencia puede resultar en valores complejos resulta conveniente
expresarla como:

ale™)=G(w)e™ @

donde:
G(w) = ‘a(e‘""l
y
- > a; sin(@)
F(w) = tan| —==
> a, cos@)

j=—c0

son respectivamente el modulo y el argumento de la respuesta de frecuencia.

En este contexto el médulo, G(«), es conocido como la ganancia del filtro; el cual determina la
medida en la que la amplitud de los movimientos observados en cierta frecuencia en el espectro
de X, son transferidos al espectro de Yy,. Por ejemplo una ganancia de cero alrededor de la

frecuencia w, D[O,ﬂ]1 significa que el proceso filtrado no mostrara movimientos alrededor de
dicha frecuencia.

Por su parte el argumento, F(«) , es conocido como el desplazamiento de fase del filtro, el cual
esta asociado a desplazamientos de la serie en el dominio del tiempo®. Es importante notar que

cuando a; =-a,; para toda j , es decir cuando se trata de un filtro simétrico; el desplazamiento
de fase del filtro es igual a cero ®, i.e F(a) =0.

2 _ F rgﬁa, . -
A veces el desplazamiento de fase se expresa como ) W’ lo cual permite expresar el desfase en uniddeégmpo.

.Para entender esta propiedad de los filtros kseak utilizan los siguientes resultados trigoriooos:

sin(-a) +sin(e) =0
sin() =0

h. =-h. s . .
Esto implica que cuando’ J" el producto enz hj sm(cq) (1) es igual a cero, lo cual a su vez implica Jﬁ(a.) = 0 dado que

j=—0

tan™(0) =0 .



Filtros elementales *

Los filtros mas utilizados en el analisis de series temporales son las tasas de variacion y las
medias moviles.

Las tasas de variacion son operadores lineales invariantes en el tiempo pero no lineales. Dado
gue la teoria elemental de los filtros se refiere a operadores lineales invariantes, hay que
aproximar las tasas a operadores de diferencia. Asi la primera diferencia de un logaritmo es una
buena aproximacién de una tasa de variacion mensual.

Sea T = (Xt _Xt_l)X,[ , utilizando operadores de diferencia obtenemos el filtro lineal invariante
mas elemental:

a(L)Ln(x) = - L)Ln(x)

Las aproximaciones lineales de las tasas mas utilizadas y los filtros lineales equivalentes aparecen
en el Cuadro n° 1.

Una media movil simple es la media aritmética de los n datos anteriores Mientras més grande sea
n, mayor sera la influencia de los datos antiguos.

Las medias moviles centradas se caracterizan porque el nimero de observaciones que entran
en su calculo es impar, asigndndose cada media movil a la observacion central. Asi, una media
movil centrada en t de longitud 2n + 1 viene dada por la siguiente expresion:

1 X X X,

MM (2n+1)t - zxtﬂ - Xt n Xt n+1 Xt Xt+n 1 Xt+n

1= 2n+1

Como puede observarse, el subindice asignado a la media movil, t, es el mismo que el de la
observacion central, Y,. Obsérvese también que, por construccién, no se pueden calcular las
medias moviles correspondientes a las n primeras y a las n Ultimas observaciones.

En las medias mdviles asimétricas se asigna cada media movil al periodo correspondiente a la
observacion més adelantada de todas las que intervienen en su calculo. Asi la media mdévil
asimétrica de n puntos asociada a la observacion t tendra la siguiente expresion:

! + +...+ +
MMA(n)t :% zYt.H - X’[—n+l Xt—n+2 Xt—l X’[

i=t-n+1 n
Los filtros lineales asociados a las medias méviles se denotan de la siguiente forma:

18,
a(L)x, :EZL]XI
=0

Tabla n°1.- Tasas de Variacion y Filtros Lineales equivalentes

Expresién Filtro lineal Equivalente

T (’%{_jz ~1|0100 -t

* Para mayor detalle Francisco Melis Maynar: Lar&ation del ritmo de variacion de las series ecooasni
Estadistica Espafiola. Vol 22. Num. 126, 1991, gég&6.
http://www.ine.es/revistas/estaespa/126_1.pdf




Tg{(%_ejz —1} [100 -1

)%(I_lzj _1i| 100 (1_ |_12)
Z
Z

)12 _1} 200 |z =% FXaxe)/ | QoD =A-L)

f(z/ ) =06+ X+ x) A-L)@+ L+ = - LA+ L+ 1°)?
T, ( Al) 1}&00 Z A

12 + + ...+ _ 2 5y — _ 16
1o %) -1}100 7 =X)L DAL A L) = 0 L)

12 X Xt X 1-L)A+L+ L% +..+ L) =@-L"
sz(%_lj _1}100 R R R O e L

12 _112y2
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Fuente: Melis (1991)

El método idoneo de andlisis de filtros es el estudio de las correspondientes funciones de
respuesta frecuencial, que se obtienen al sustituir en la funcion de transferencia el operador de
retraso por la exponencial compleja €' .

La funcién € es la funcién propia o caracteristica (autofuncion) de los operadores lineales e
invariantes, porque al someterla a la accién del filtro obtenemos como salida la misma funcién
multiplicada por una expresion que no depende de t y que es, precisamente, la funcion de
respuesta frecuencial. Si aplicamos una primera diferencia, por poner el ejemplo mas simple, a la
funcion caracteristica, obtenemos como salida:

a(L)e™ = (1-L)e* =1-e'?)e™ = a(@)e”

La funcion de respuesta a(m) es una funcion compleja de la frecuencia cuyo mddulo se conoce
como funcién de ganancia del filtro y cuyo argumento se denomina funcion de fase del filtro.

A partir de la funcién de respuesta de frecuencia del filtro:
ale™)=(1-e")= e_i%(eiw/2 - e_i%j =72y sin(%j = ei(%_%)ZSin(%j

Donde se ha hecho uso de la igualdad ei% =1y del Teorema de Moivre>.
Se obtienen su funcion de ganancia y de fase:

s ®
G(w) = 25|n( 2)
_n.o
Flw) = 5 5
5 e = cos) —isin(w)y €“ = cos) +isin(w)




El desfase temporal de este filtro F@) = 2 2 = T-2 , Si se consideraw = 27%_ .
w w 4

18
a(L)x, =EZLJXI

El operador de medias moviles i=0 tiene la funcion de respuesta frecuencial

siguiente:

» 1 » i
a(e IW)=§(1+e iw +e 2|w)
A partir de la respuesta de frecuencia del filtro:

%(1_'_ e—iw + e—ziw) — e—iw%(eiw +1+ e—iw) — e—iwé(l_'_ 2COS@)))

se obtienen su ganancia® y desplazamiento de fase:

G(w) == %(1+ 2cos(w))‘
F(w) =-a
Ha)=—"=-1

w
Ejemplo 1

Partimos de la serie X, = sin(” %) y aplicamos el filtro lineal a(L) =1-L .

El resultado se ilustra en la figura siguiente:

‘ —e— Serie original —m— Serie filtrada ‘

6
—iw W

yaquee “e“ =1, (ei‘" + e‘i‘") = (ZCOS@))) ,aplicando el teorema de De Moivre y las igualdades
sin(-&) = —sin(a)y cosfa) = —cos)



La funcién de ganancia del filtro a(L) =1- L seria:

I

[ERY

O O OO

PNV R o ®F, V™ O DN
Il

-0,36 0,14 0,64 1,14 1,64 2,14 2,64 3,14

Ejemplo 2
nit 1<

: . o , , . _ i
Partimos de la serie X, = Sln( é) y aplicamos el filtro lineal a(L) = 3 E L

j=0
El resultado se ilustra en la figura siguiente:

—e— Serie original —a— Serie filtrada

En el gréfico se observa que las oscilaciones de la serie filtrada son de amplitud menor a las de la
serie original, y que hay un desplazamiento de la serie filtrada con respecto a la original.

2 .
La funcién de ganancia del filtro a(L) = Ez L' quedaria:
j=0
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Se aprecia que la ganancia del filtro es igual a cero en la frecuencia w= 2% . Esto significa que

el filtro anula el efecto de cualquier componente de la serie que tenga fluctuaciones con periodo 3.
Por ejemplo, si se trata de una serie de tiempo mensual el filtro eliminara cualquier efecto

trimestral presente en la serie.

Normalizando el desplazamiento de fase se obtiene que F(a“%)= —1. Esto significa que el filtro

introduce un desfase temporal de un periodo en la serie filtrada.

Las funciones de ganancia (modulo) fase y desfase de los principales filtros lineales figuran en la

Tabla n° 2.

Tabla n°2.- MODULO, FASE y DESFASE TEMPORAL DE LOS FILTROS DE LA TABALA N°1

Filtro Modulo Periodo de maxima | Fase Desfase
ganancia temporal
para un
( periodo p
@-L) 2sin c%l 2 n_ o« p-2
2 -z L
2 2 4
@-L% Zsin(BC%l 02 n e | p-6
2 Z-32 | =
2 2 4
@-L°% 25in(6a/21 e N_g& | p-12
2 2 4
_112 . 24,8,4.8,3.43,2.7,2.8 -24
-2 zS.n(lz%} N_j,0 | P
2 2 4
A-L)+L+1%) = Q- L)a+L+1%)? 2sin(3@y) |° n_ga | p-10
3sin‘w j 2 2 4
2
_112y2 . 32 —
(1_ L12)(1+ L+ LZ + .+ Lll) - (1 L %_ L) 25|n2(12a/) 2 — 23% pT46
125intw2i

Fuente: Melis (1991)

Filtros FIR

Las tasas y las medias moviles forman parte de lo que en sefiales digitales se denominan filtros de
respuesta impulsional finita (FIR), ya que se basan en obtener las salidas a partir, exclusivamente,




de las entradas actuales y anteriores. Generalizando, para un filtro lineal de longitud N:

N-1
Ye =X T X et Ay XN = Zaj Xi- |
j=0

donde a;son los coeficientes del filtro.
Una media movil de orden tres, seria entonces el siguiente filtro FIR:

1oLy Wl
Yo =% F 3%t g%

Y una tasa de crecimiento:

=X T X
Los filtros FIR se clasifican segun los siguientes tipos
Tipo Numero de términos Simetria
I Impar Simetrico a; = ay_;-;
Il Par Simétrico a; =ay_y
I Impar Antisimétrico a; = —ay_y_;
v Par Antisimétrico a; = —ay_y_;

La media movil de orden tres es por tanto un filtro FIR tipo |, es decir simétrico de orden impar, y la
tasa de crecimiento seria un filtro FIR tipo 1V, es decir antisimétrico de orden par.

La funcion de respuesta frecuencial de un filtro tipo | es’

ale”)=e"" 2 zz 2a, co{w.N—_1 - jj +a,,
K 2 %)
Con lo que'

G(w) = ZZa co{w—— j a(N;lj

2

F(w):— T

: : - o 1 1
Un filtro media movil de 3 términos (N=3), donde a, =— vy a(N_lj =a, = —, tendra entonces las

00

2
siguientes funciones de ganancia y fase:

G(w) = ‘2%cos(w)+% yF(@)=-w

a(e—iw) - (ao + ale—iw + aze—ziw —3iw + a4e—4iw + ) -

7 . N-1 . N-1 . (N-1 . (N-1
e L 'W(T ) '”(T‘ZJ
=e a,e +ae +a,e

+a,e

N-1 N-1 . N-1 . N-1 . N-1 . N-1 . N-1 . N-1 .
—iw—— iw— iW———iw——— 0 —iw—— iw—— —iw—— iw——-iw

yaquee 2?e 2 =e 2 2 ze =lye ?e 2¢




Un filtro tipo Il tiene la siguiente funcién de ganancia y fase:
G(w) = ZZa co{w—— jj

F(wo)= —wT

: L. , - 1
Un promedio mévil anual, es una tasa Tipo Il, con doce coeficientes N=12 de valor a; = E Con

lo que:

=4
.1 12-1 .

G(w)=|) 2—cos w. —sz
; 12 2

fofe 2o
O

11
F(@)=-w—.
(@) @

12-1

j { 12-1 )
+cos w > -4 |+co

1%
2ot

Ejemplo 3
) 13
Partimos de la serie =sin? [t/ |+sin aplicamos el filtro lineal a(L) = L.
x =sin(? () +sinf? ) y ap =5 Z

j=0
El resultado se ilustra en la figura siguiente:

2,5
2
1,5
1
0,5
0

Serie filtrada

—&— Serie original

El promedio movil de 12 términos produce una salida en donde se promedian las oscilaciones de
periodo inferior a 12 “t”, si se tratara de datos mensuales, la funcion representada incluye como se

ve un ciclo de 6 meses que es el que generalmos con la funcion sin(72 [%) y otro de 2 afos (24

meses) que es el que generamos con la funcion sin(72 [%2), la serie filtrada elimina las

_H_




oscilaciones de 6 meses, que son las mas frecuentes (en un conjunto de 50 datos dan lugar a 8
ciclos), las que mas se dan, y nos presenta las de dos afos, que son menos frecuentes que las
anteriores (dos ciclos en el conjunto de datos representado). El promedio movil de 12 términos es
por tanto un filtro desestacionalizador, en el sentido de que anula las oscilaciones estacionales, es
decir la que tienen lugar al cabo de un afio.

1
La funcién de ganancia del filtroa(L) = 1—122 L’ seria:
j=0

BN
N

H

P 9D <@

s [@ )] o

//
——‘———

P
@ )] Np

-0,86 0,14 1,14 2,14 3,14

i i i i =2n/ 2n/ 2n/ 2n iynifi
La ganancia del filtro es igual a cero en la frecuencia w = 42, é A é . Esto significa

gue el filtro anula el efecto de cualquier componente de la serie que tenga fluctuaciones con
periodo 12, 6, 4 6 3. Por ejemplo, si se trata de una serie de tiempo mensual el filtro eliminara
cualquier oscilacién cuatrimestral, semestral o anual presente en la serie.

Normalizando el desplazamiento de fase se obtiene que F(a%): —55. Esto significa que el filtro

introduce un desfase temporal de 5,5 meses en la serie filtrada. La representacion del filtro que se
hace en la figura n°® 5 considera dicho desfase.

Un filtro tipo Il tiene a su vez la siguiente funcion de ganancia y fase:

N-1_

G(w) = 2ZZaj sin(w.NT_l - jj

j=0

n N-1
F(w):E—w—z

Y un filtro tipo IV tiene la siguiente funcion de ganancia y fase:

N

G(ew) ==Y 2a, sin[w.N—_l— jj

=0 2
N -1

w—

F(w)zg_ 2



La tasa de crecimiento trimestral a(L) =1- L®seria un filtro tipo IV, de 4 coeficientes (N=4), con
los siguientes valores a, =1, a, =0, a, =0y a; =-1. Su funcién de ganancia se calcularia:

4

G(w) = ZZ 23, sin(w.4;1— jj =

j=0

fofo o]
i

Su funcién de desfase sera F(LU) = g -

La tasa de crecimiento interanual a(L) =1- L"*serfa un filtro tipo Ill, de 13 coeficientes (N=13),
con los siguientes valores a, =1, a,..a,, =0y a,, =—1. Su funcién de ganancia se calcularia:

13-1_

Gw) = ZZ 2ajsin(w.132_l— j] =

i=0

1sin(w13_1j + O.co{wla_l —1} + Osin(wlg_l - 2} + Osin(wlg_1 - 3} + Osin(wlg_l - 4) + Osin(wlg_1 - 5) =
2 2 2 2 2 2
2sin(w12j

2

y su funcion de desfase F (LU) = g ——

El filtro como producto de convolucién
Sean y y 2z dos vectores de dimension N. Se define su producto de convolucion y[ z; como el
vector:

ZoYo Y 4 YNna T L YN Tt 4 Y Y 40
o Y4 Yo T YNy Tt 2 Y T 2L Y,

yOz= Z0Yo, Y Y LYo Yt 2y Y T 24 Ys
ZoYn-2 Y L Yns Y YN Tt 20 Yo T 2y YNa

L ZoYna TZYno T L YNt T oY T 44 Y |

El producto de convolucion se puede expresar de forma matricial:



yo yN -1 yN -2 ' y2 yl ZO
i Yo Yna - Y2 Yo || &
yoz=| Y2 B Yo - Ya ¥

yN—2 yN—S yN—4 ' yO yN—l ZN—2
L yN -1 yN—2 yN -3 ' yl yO B ZN -1

La matriz cuadrada del producto de convulsion recibe el nombre de matriz circulante ya que los
elementos de la primera columna van rotando su posicion en las columnas sucesivas.

La transformada discreta de Fourier del producto de convolucién de yLz

Hadamard de las correspondientes transformadas de y yde Z:
DFT(yUz) = DFT(y) (DFT(2)

es el producto de

yLz

Una forma de calcular es a traves de la multiplicacién coordenada a coordenada de las

transformadas de Y y de Z; obteniendo la transformada inversa de este vector ( DFT(y DZ)).

Filtrar una serie puede entenderse como el producto de una convolucion; asi por ejemplo al

emplear el filtro lineal 1-L) se realizaria el siguiente producto de convolucion:
-11 0 . 0 O y4
0O -11 . 0 O Z
0O 0 -1. 0 O Z,
ylz = (I
O 0 0 . -1 1]|z.
1 0 0 . 0 -1]|z,
En dono_le el vector y seria - _

-1

<
1
o O o o

1

Una media movil centrada de tres términos se expresaria por el siguiente producto de
convolucion

o%%.o 0

yDz=OO3'OO[]

Yoo 0. ¥ %o
Ja s 0 -0 7




En donde el vector y seria y=

Para obtener los gréficos de las funciones de ganancia y desfase utilizando la transformada
discreta de Fourier, se emplean las siguientes expresiones:

G(w) =|R@) + | (@)|

F(w) = tan‘{ﬂ}
R(w)

Centrar_el filtro equivale a realizar la siguiente multiplicacién matricial
Yo Y3 Ja o 0 00[g"
0o ¥ ¥ .0 0|z

yDZ:oo%) 0 0] z

0 0 0. % o0lla
0 0 o.%}é__zm_

[(n=2)a] = [(N - 2)x N[N <]

Es decir habria que eliminar las dos ultimas filas de la matriz que desarrolla el filtro lineal.

Ejemplo 4
Utilizando R vamos a filtrar la serie

t <- seq(0, 49, by=1)
Z <- sin(pi*t/3)+sin(pi*t/12)

# transformadas
z <- fft(2)

#filtro de media mévil de 12 términos
Y <-¢(1/12, rep(0, 38), rep(1/12,11))
y <- fft(Y)

X <- fft(y*z,inverse=TRUE)/50

plot.ts (X[1 :39], type="1")
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# Funcion de ganancia del filtro
GW = abs(y)
P = GWI[1:25]
f = (0:24)*pi/25
plot(f, P, type="I")
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La instruccion en R para filtrar series es:
convol ve(x, vy, conj = TRUE, type = c("circular", "open", "filter"))

De tal manera que el filtrado de una serie por una media mévil de 12 términos centrada con R
utilizamos la siguiente instruccion:

Y <- c(rep(1,12))/12

X <- convolve(Z,Y,type="filter")

plot (t [6:44], Z[6:44], main="Filtro MM12 utilizando convolve(.)")
lines(t[6:44], X, col="red")

Filtro MM 12 utilizando convolve(.)

Z[6:44]

10 20 30 40

t[6:44]

Los filtros pueden ser aplicados en serie, por ejemplo la tasa media de crecimiento trimestral
(1-L*)(1+ L+ L?), seria la multiplicacién matricial de



%,‘—110
0| |0 -1 1
0

XX (yx2z)=(xxy)xz= 3 X

¥ 0 0 =l 0 g
o ¥ o o 0 z,
) . . 0 z,
Y% o o o |

0 % O 0 . O Zyos
0 o0 % 0o . —% | Zy.

Utilizando la transformada discreta de Fourier, el filtro se desarrollaria:

DFT(xx yx z)= DFT(x) x DFT(y) x DFT(2)
Siendo o

0T

O O O O

SR INVE

O bien: DFT(xx yx 2) = DFT(xx y) x DFT(2)

Siendo
WE
0
x=| .
7
0
- O -
Ejemplo 5

Utilizando R vamos a filtrar la serie

t <- seq(0, 49, by=1)
Z <- sin(pi*t/3)+sin(pi*t/12)

# transformadas
z <- fft(2)

#filtro de diferencia regular

0O o0 -1.

0 O
0 O
0 O
-1 1
0 -1




Y <-c¢(-1, rep(0, 48), 1)

y <- fft(Y)

MVZ <- fft(y*z,inverse=TRUE)/50
plot.ts (MVZ[1 :50], type="I")

#filtro de media movil de 3 términos
X <-¢(1/3, rep(0, 47), rep(1/3,2))
X <- fft(Y)

#filtro multiplicativo
MVZ <- fft(x*y*z,inverse=TRUE)/50
plot.ts (MVZ[1 :39], type="I")

1.0

0.5

MVZ[1:39]
0.0
|

-0.5

-1.0

I I I I
0 10 20 30

Time

# Funcion de ganancia del filtro
GW = abs(x*y)

P = GWI[1:25]

f = (0:24)*pi/25

plot(f, P, type="I1")

40
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Series de tiempo

Por definicién, una serie temporal es una sucesion de observaciones de una variable realizadas a
intervalos regulares de tiempo.

El objetivo fundamental del estudio de las series temporales es el conocimiento de su
comportamiento a través del tiempo para, a partir de dicho conocimiento, y bajo el supuesto de
gue no van a producirse cambios relevantes, poder realizar predicciones, es decir, determinar qué
valor tomara la variable objeto de estudio en uno 0 més periodos de tiempo situados en el futuro.
Dado que en la mayor parte de los problemas econdmicos, los agentes se enfrentan a una toma
de decisiones bajo un contexto de incertidumbre, la prediccion de una variable reviste una
importancia notoria pues supone, para el agente que la realiza, una reduccién de la incertidumbre
y, por ende, una mejora de sus resultados.

Antes de profundizar en el andlisis de las series temporales es necesario sefalar que, para
llevarlo a cabo, hay que tener en cuenta los siguientes supuestos:

- Se considera que existe una cierta estabilidad en la estructura del fenébmeno estudiado.
Para que se cumpla este supuesto serd necesario estudiar periodos lo mas homogéneos
posibles.

- Los datos deben ser homogéneos en el tiempo, o, lo que es lo mismo, se debe mantener la
definicion y la medicion de la magnitud objeto de estudio. Este supuesto no se da en
muchas de las series econdmicas, ya que es frecuente que las estadisticas se
perfeccionen con el paso del tiempo, produciéndose saltos en la serie debidos a un cambio
en la medicion de la magnitud estudiada. Un caso particularmente frecuente es el cambio
de base en los indices de precios, de produccion, etc. Tales cambios de base implican
cambios en los productos y las ponderaciones que entran en la elaboracion del indice que
repercuten considerablemente en la comparabilidad de la serie en el tiempo.



Indudablemente, la calidad de las previsiones realizadas dependeran, en buena medida, del
proceso generador de la serie: asi, si la variable observada sigue algun tipo de esquema o patrén
de comportamiento mas o menos fijo (serie determinista) seguramente obtengamos predicciones
mas o menos fiables, con un grado de error bajo. Por el contrario, si la serie no sigue ningun
patrén de comportamiento especifico (serie aleatoria), seguramente nuestras predicciones
careceran de validez por completo.

Generalmente, en el caso de las series economicas no existen variables deterministas o aleatorias
puras, sino que contienen ambos tipos de elementos. El objeto de los métodos de prevision
cuantitativos es conocer los componentes subyacentes de una serie y su forma de integracion,
con objeto de realizar de su evolucion futura.

Tradicionalmente, en los métodos de descomposicion de series temporales, se parte de la idea de
gue la serie temporal se puede descomponer en todos o algunos de los siguientes componentes:

— Tendencia (T), que representa la evolucion de la serie en el largo plazo

— Fluctuacion ciclica (C), que refleja las fluctuaciones de caracter periodico, pero no
necesariamente regular, a medio plazo en torno a la tendencia. Este componente es
frecuente hallarlo en las series econdmicas, y se debe a los cambios en la actividad
economica.

Para la obtencion de la tendencia es necesario disponer de una serie larga y de un nimero
de ciclos completo, para que ésta no se vea influida por la fase del ciclo en que finaliza la
serie, por lo que, a veces, resulta dificil separar ambos componentes. En estos casos
resulta util englobar ambos componentes en uno solo, denominado ciclo-tendencia o
tendencia generalizada.

— Variacion Estacional (S): recoge aquellos comportamientos de tipo regular y repetitivo que
se dan a lo largo de un periodo de tiempo, generalmente igual o inferior a un afio, y que

son producidos por factores tales como las variaciones climatoldgicas, las vacaciones, las
fiestas, etc.

- Movimientos Irregulares (I), que pueden ser aleatorios, la cual recoge los pequerios efectos
accidentales, o erréticos, como resultado de hechos no previsibles, pero identificables a
posteriori (huelgas, catastrofes, etc.)

En este punto, cabe sefialar que en una serie concreta no tienen por qué darse los cuatro
componentes. Asi, por ejemplo, una serie con periodicidad anual carece de estacionalidad.

La asociacion de estos cuatro componentes en una serie temporal, Y, puede responder a distintos
esquemas; asi, puede ser de tipo aditivo:

Y=T+C+S+l
También puede tener una forma multiplicativa:

Y=TCSI

O bien ser una combinacién de ambos, por ejemplo:

Y=TCS+I



Una forma sencilla para ver como estdn asociadas las componentes de una serie temporal es
representar graficamente la serie que estamos analizando. Si al realizar la representacion gréfica
se observa que las fluctuaciones son mas o menos regulares a lo largo de la serie, sin verse
afectadas por la tendencia (véase figuras), se puede emplear el esquema aditivo.

v

Esquema aditivo

Si, por el contrario, se observa que la magnitud de las fluctuaciones varia con la tendencia, siendo
mas altas cuando ésta es creciente y mas bajas cuando es decreciente (véase Fig. 9.2), se debe
adoptar entonces el esquema multiplicativo.

Esquema multiplicativo.

El modelo bésico de tendencia puede expresarse entonces asi:
T, =a, cosQ) +b, sin0) = a,

Las componentes ciclica y estacional :
s” =a, cosfv, ) +b, sin(w, )
Y la componente irregular

&

De tal forma que el modelo completo de una serie temporal puede describirse:



R
Y = Z[ajt cos, ) +b, sin(w, Eﬂ)]+et
i=0

Vista asi una serie temporal asi cabe utilizar la teoria de filtros lineales para describir los
componentes de una serie temporal.

Ejemplo 6

Generamos loa serie temporal Y, =2+ 0,2500{”—;1]) + 0,5000{7;—21) +gdonde ges una

distribucion normal de nimeros aleatorios con media cero y varianza 0,25 ¢ - N (0,025).

La representacion gréfica de esta serie seria:
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Serie temporal

Ciclo‘

Se aprecia que la serie temporal sigue el perfil del ciclo creado, si bien difiere de este en el mayor
nivel que introduce la tendencia (de valor constante igual a 2), y la mayor irregularidad que le
incorpora de la serie aleatoria. El ciclo como se aprecia es un ciclo largo de 24 datos (periodo 24)
(de maximo a méximo), que tiene lugar dos veces al cabo de los 50 datos, y un ciclo corto o méas
frecuente ya que se repite unas 8 veces a los largo del conjunto de datos, y que tiene lugar cada 6
datos (periodo 6).

Pretendemos ahora extraer las sefiales relevantes de la serie, en este caso serian los dos ciclos a
través de filtros lineales, si queremos representar el ciclo largo tenemos varias posibilidades de
fitros la media movil de 12 términos que anulan las siguientes frecuencias

_ X . L 1S .
w—z%z,z%,z%,z%, 6 una media movil de 6 datos, a(L) _Ez L' que anularia las

j=0

frecuencias w= 2% , 2%, y cuya funcion de ganancia seria:
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El desfase de la media movil de 12 datos sabemos que es de -5,5 y la de 6 términos:

- 0——
Fl@)_ “ 2
w w
ciclo largo pero la media mévil de 12 términos con un coste informativo menor:

=-25. En los resultados gréaficos se aprecia que una y otra nos representan el
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Serie temporal MV(12)
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Serie temporal MV(6)

El menor coste informativo de la media movil de 6 términos la hace mas deseable para extraer en
este caso el ciclo de periodo 24 que la media movil de 12 datos.

La media movil de 3 datos, cuya funcion de ganancia también hemos representado anteriormente
iguala a cero la frecuencia w= 2% , €s decir las que tienen lugar cada 3 datos (periodo 3), que

nosotros no tenemos y atenla sin anularlas completamente las de menor periodo, es decir el
efecto de esta media mévil a nuestro conjunto de datos es anular las frecuencias mas altas, es
decir las oscilaciones que més veces se dan, que en este caso las que induce la serie aleatoria
irregular y dejar pasar las de periodo superior a tres. El resultado grafico de utilizar esta media
movil es el siguiente:
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Serie temporal MV(3)

Como vemos ahora el filtro deja pasar la tendencia y los dos ciclos que forman la serie, el de 24
datos y el de 6 datos.

Todos los filtros que hemos utilizado tienen en la funcion de ganancia un uno en las muy bajas
frecuencias, esto quiere decir que dejan pasar los ciclos de muy largo plazo, esto es las
tendencias, y por el contrario atendian cuando no anulan las mas altas frecuencias, por ello en su
salida las tres medias moviles ha suavizado las oscilaciones irregulares, que persisten en la serie
pero muy atenuadas.



Elfitro y, =X —X_; =@~ L3)xt tiene el efecto contrario, ya que su funcion de ganancia es (ver
tabla):

G(@) = ‘2sin(3w2]

(4]

N

/N
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En el representacion grafica vemos que anula las oscilaciones de baja frecuencia, es decir, las
tendencias, y anula unicamente oscilaciones las que tienen lugar cada tres datos, dejando pasar
las de mayor frecuencia. El efecto de este filtro sobre nuestro conjunto de datos seria el siguiente:

5
4
3
2,
1
0
— ~ ™ o
~ N < n
-1 14 ) V
.

Serie temporal ——T(3,1)

Como se aprecia el filtro ha eliminado la tendencia de la serie, ya que la ha centrando la serie en
cero y ha dejado pasar su perfil mas irregular. En consecuencia a partir de la funciéon de ganancia
se podria construir un filtro lineal a nuestros datos que dejara pasar 0 anulara la componente
deseada.

Tipos de filtros

En la literatura de proceso de sefiales digitales, los filtros como la media mévil de orden 2,

1 , . .
,a(L) = 2 (1+L*) se conocen como filtros de corte (notch filter), son aquellos que contienen uno



o mas profundos cortes 0 muescas en su funcion de ganancia. Este en concreto anula las
frecuencias de periodo 4 (a)= 2%) siendo su funcion de ganancia la que se representa en el

cos{w:g_1 - Oj
2

gréfico siguiente:
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Si el filtro introduce ceros uniformemente espaciados en el eje de frecuencias, como el sumador
: , , . , : 1S
estacional se denominan filtros en peine (comb filters). Los filtros a(L) =EZ L' vy

j=0

11
a(L) = —z L', son filtros de peine, en los que se introduce un cero en el periodo p (frecuencia
j=0

201/p).

El operador autoregresivo a(L) = , equivale a una media movil de o términos; cuyo

1
@-0

desarrollo seria: a(L) =1+ L + L +...L”. La funcién de ganancia del filtro a(L) = ; seria

@-L)

G(w) = 1 , (ver Tabla n°2). Un operador autoregresivo de la forma a(L) = 1

23in(62Uj L)

desarrolla en el siguiente proceso de medias moéviles a(L) =1-L*+L* - L°..L", y tendria una

funcibn de ganancia del tipo : G(a)):;- Este filtro se comporta de forma opuesta a
2codw)

a(L) =1+ L%, acentuando las oscilaciones de cuatro meses. La ganancia del filtro es muy

pequefia salvo en las proximidades del cero estacional, en donde crece muy rapidamente, como
puede verse en el Gréfico siguiente.
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Los filtros pueden estar constituidos por un operador autoregresivo y una media media movil,

_14
a(L) = ((11 II__)) , €s un ejemplo de este tipo de filtros, y cuando lo desarrollamos, obtenemos el
siguiente filtro lineal:

_14
a(L) = ((11 ll__)) SA-HA+L+L+. 4L =@+ L+ L+ .+ L) - (L' +L + L% +..+L") =

=(1+L+L*+L3

Cuya funcion de ganancia es G(q)= zzco{w ] , otra forma

200{ 3w) + ZCO{WJ
2 2
sm[ ]
I\ 2 que se obtendria dividiendo
. (ad
SN —

%)
2 E%in[‘lw] y ZEin(wJ :

2 2

alternativa de obtener esta funcion de ganancia es g =

las funciones de ganancia de ambos filtros

-0,36 0,14 0,64 1,14 1,64 2,14 2,64 3,14




Si el operador autorregresivos es de la forma a(L) = , el filtro lineal que lo desarrolla es

(L-aL)
a(L) =1+alL +a’L? +..a"L", si a<1,la potencia a”llegara un punto en que acercara a cero y el
filtro podrd desarrollarse en términos finitos, expresado en su forma mas general un filtro

: 1 : . L
autoregresivo toma la forma de a(L) = w1 .de igual manera el operador de medias moviles

a;Ll’
j=0
N-1 _
se expresa en la forma mas general como,6’(L)=Z,6’j L', y en consecuencia un filtro
j=0

ARMA(M,N) daria lugar a la siguiente expresion:

AL
a(ll) =2

M-1

doal
i=0

Ejemplo 7
- : 1-08L
El modelo ARMA(1,1), (1— O,5L)Yt = (1-08)e da lugar al siguiente filtro a(L) = 1 05Le“ su
linearizacion seria
Y, = (@- 08) + 051~ 08)L + 05% (L~ 08)L2 + 05° (1~ 08)L° +..) (& =
= (02+ 01L + 005L° +0,0123° + 0,0007812%" + 305[10°°L* +...)g,
Haciendo N=4, el filtro quedaria
[ 02 01 005 00125 0,00078125 0 . 0 |7 z,
0 02 01 005 00125 000078125 . 0 z,
0. 0 02 01 005 00125 . 0. z,
ylz= ' ' ' ' ' ' o -
0,00078125 0 0 0 0 0 0,0125
00125 0,00078125 0 0 0 0 005
005 00125 0,00078125 0 0 0 01 AN
| 01 005 0,0125 0,00078125 0 0 02 | L%na
_ 02
0
En donde el vector y seria y= 0,00078123
0,0125
005
. o1

Utilizando R representamos su funcion de ganancia




#filtro ARMA
Y <-¢(0.2, rep(0, 45), 0.00078125, 0.0125,0.05, 0.1)
y <- fft(Y)

# Funcion de ganancia del filtro
GW = abs(y)

P = GWJ[1:25]

f = (0:24)*pi/25

plot(f, P, type="I1")
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El filtro disefiado atenua las altas frecuencias y deja pasar las bajas frecuencias. Este tipo de
filtros se denominan de paso bajp.

Disefio de Filtros 8

Los filtros digitales se aplican usualmente en el dominio del tiempo convolucionando el dato con
los coeficientes del filtro , pero también pueden disefiarse en el dominio de las frecuencias

Existen varias estrategias para el disefio de filtros. En general se busca reproducir, de la manera
mas precisa posible con un nimero predeterminado de coeficientes, la respuesta en frecuencia
(espectro) deseada del filtro. Una vez disefiado el espectro del filtro a través del célculo de la
Transformada de Fourier Inversa se obtendrian los coeficientes. Dado que no es posible obtener
un filtro de longitud finita que se ajuste en forma exacta al espectro deseado, es en este punto
donde entran en juego diversas estrategias que buscan obtener un filtro lo mas aproximado al
efecto que de el se desea. La longitud del filtro es, entonces, uno de los elementos mas
importantes a tener en cuenta. Por razones practicas, cuanto mas corta es la respuesta impulsiva
del filtro, mejor, pero un filtro muy corto puede producir efectos indeseados en las frecuencias
cercanas a la que pretendemos atenuar, en tanto que un filtro muy largo, si bien se aproxima mas
a la respuesta en frecuencias deseada, presenta como desventaja los desfases o su tiempo de

8 Elaborado a partir dehttp:/ocw.uv.es/ingenieria-y-arquitectura/filirdigitales/tema_3._diseno_de_filtros_fir.pdf




respuesta. El uso de ventanas apropiadas para truncar la respuesta impulsiva convenientemente
es una técnica muy usual. Otra técnica consiste en modificar iterativamente los coeficientes del
filtro obtenidos hasta satisfacer el espectro de frecuencia deseado. Y en el dominio de las
frecuencias existen métodos basados en digitalizar funciones racionales de la frecuencia (filtros de
Chebyshev, Butterworth, elipticos, etc.).

El uso de ventanas (“window carpentry”), surgio hace ya tres décadas y consiste en toda una
bateria de métodos y ventanas especialmente disefiadas para obtener un filtro “ideal”. Cada
ventana tiene sus propias caracteristicas en el sentido que producen filtros con determinadas
propiedades en la banda de paso, de rechazo y/o de transicion. Entre las ventanas mas conocidas
podemos mencionar: triangular (Bartlet), Hamming, hanning, Parzen, Daniell, etc., siendo la de
Hamming una de las mas utilizadas.

Ventana Secuencia temporal0=n = N-1
Rectangular 1 0<n< V-1
8] Pl A
Bartlett _
| 2n 0ns -1
(tnangular) N-1 y;
I PN V)
A-1 2
Won Hann 1 [ ng
. —| 1-cos
(Hatining) 2 A -
Hartrtmin 2
g 054 — 046 - cos—rn
M—
Blackman 2 4
D.42—D.5-cost +0.08 cos—2

Consideremos la ventana mas sencilla; la ventana rectangular. La ventana se define como:
10snsN-1
w(n)

On=N
su expresion en el dominio ™ es:

RN
a(eiw)=1+ e+ b D g S 1T€
1_e—IW

con lo que su respuesta en frecuencia resulta,

o)z M

H



sin[j
Su funcién de ganancia sef&W) = _\2) y su desfase- (%Lj
sin @
%)
Una ventana rectangular o boxcar, tiene el efecto de una media movil, por ejemplo una media

w= 27% w= 27%
movil de 6 términos es igual a cero las frecuencia 3y 6 y deja pasar la
oscilaciones o ciclo de frecuencia mas baja y atenda relativamene las de frecuencia mas alta,

27 27
y las intermedias entre é y é :

La ventana de Hanning por ejemplo, para N=6 da lugar a los siguientes coeficientes :

w(n) = %(1— co{%)}

w(0) = % (1-cod0))=0
=11 cod #7)| =
w(l) = 2(1 co{ 5 D 05
=11 cod AT =
w(2)—2 1 co{ = D 15
W(3):1 1—c0{6—nj =2
2 5
11 od 7))
W(4)—2 1 co{ 5) 15
w(5) :1 1—00{@ J: 05
2 6
w(6)=1 1-co 1o ]:0
2 6

su expresion en el dominio e™ es:
a(eiw) =0+ O,5e_iw + :LSe_ZiW + 2e—3iW + lSe_4iW + 0,56_4iw + Oe—SiW

Que es un filtro FIR simétrico impar (tipo 1), que daria lugar a la siguiente respuesta en
frecuencia:

N-1
N-1

a(eiw): e_iw 2 izai CO{W'E_ Jj tay,
E 2 %)

ale")= e (coq2w) + 3cogdw) + 2)

Es decir tendria un desfase de -2 periodos y una funcién de ganancia de G(w) = (COS(ZW)+1)

N—lj:_3

y un desfase de ( 2
La representacion de la funcién de ganancia es:
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Se comprueba que el filtro atenta considerablemente las altas frecuencias, las que superan

los 2% .

El método de las ventanas se basa en truncar la respuesta impulsional infinita de un filtro
ideal.

Como el producto en el dominio del tiempo equivale a una convolucion en el dominio de la
frecuencia, podemos estudiar el efecto que este enventanado tiene sobre la respuesta
frecuencial del filtro. Ver figura:
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Extraido de: Discrete-tirme Signal Processing &. Oppenheim, B Schafer

La convolucion de una ventana boxcar y una ventana de Hanning ambas con N=6, da lugar a
una funcion de ganancia que se obtendria multiplicando punto a punto las funciones de
ganancia calculadas para la media movil de 6 términos y la ventana de Hanning (6):
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Da lugar a un filtro en el que ahora estan conalilemente atenuadas las oscilaciones de periodo
superior a 6 datos, o las frecuencias mas al?d%a.

El desarrollo lineal del filtro lo resolvemos cdroperador de retardos:

a(L) = {1+ L2+ L°+L* +L°+L°)0+05L + 1512 +2L° + 15L* + 05L° +0L°)

Que una una vez operado da lugar al siguiente filtro FIR tipo II:

a(L) = (O+ O5L +2L% +41° + 551" +6L° + 6L° + 55L" +4L° +21.° + 05" + OL1°)

Cuya funcién de ganancia también puede calcularse como:

G(w) = (co{g Wj +4 E:o{z Wj +8 E:o{E Wj + 11@:0{§ Wj +12 E:os{l WD
2 2 2 2 2

Ejemplo 9

Generamos la serie temporal Y, =sin(%[ﬂj+sin(q—;ﬂj+e[donde % es una distribucién normal

de numeros aleatorios con media cero y varianza 0,25 & - N (0;0’25). Esta serie genera como
vemos en la gréfica ciclos de periodo 24 y de periodo 6, y la irregularidad que introduce el error
aleatorio incorporado.

En la representacion grafica de la serie se puede comprobar los efectos de las ventanas boxcar®
la ventana Hanning, y la convolucidon de ambas, en la convolucién se puede apreciar como se ha
eliminado las pequefias oscilaciones que presentaba la media mévil de 6 términos, quedando
practicamente aisladas las oscilaciones de periodo 24:

® Para reducir la amplitud de las ventanas hay iuigidpor 6 la boxcar y la ventan Hanning, y ceasentemente por
36 la convolucién de las dos ventanas.



—Serie original Convolucion MME  =—Hanning (6)

Los filtros de Butterworth, de Chebyshev (tipo | y tipo Il) y de Jacobi (elipticos), son filtros RC
analogicos cuya respuesta en frecuencia es bien conocida y ajustable de acuerdo a la seleccién
apropiada de sus componentes. Su caracteristicas es que los espectros de potencia de estos
filtros se pueden expresar como funciones racionales de w, lo que permite, en principio, su
factorizacion.

No obstante disefiar filtros es una tarea compleja que requiere el uso de software matematico y un
buen conocimiento de la teoria de filtros digitales. En general requiere tres pasos:
» Establecer las especificaciones del filtro para unas determinadas prestaciones (frecuencias
de paso, atenuaciones, ganancias, etc...)
» Determinar la funcién de transferencia que cumpla dichas especificaciones
* Realizar la funcion de transferencia con el software estadistico utilizado

Ejemplo 9

El paquete Signal de R, ofrece diversas utilidades para el disefio de filtros, http://cran.r-
project.org/web/packages/signal/index.htoalyo manual se descarga en : http://cran.r-
project.org/web/packages/signal/signal.pdf

Aqui se desarrolla un ejercicio similar al ejercicio 8 utilizando ventanas:

n<-51

op <- par(mfrow = c(3,3))

plot(bartlett(n), type ="I", ylim = c(0,1))
plot(blackman(n), type ="I", ylim = ¢(0,1))
plot(boxcar(n), type ="I", ylim = ¢(0,1))
plot(flattopwin(n), type = "I", ylim = ¢(0,1))
plot(gausswin(n, 5), type ="I", ylim = ¢(0,1))
plot(hanning(n), type ="I", ylim = ¢(0,1))



plot(hamming(n), type = "I", ylim = ¢(0,1))
plot(triang(n), type ="I", ylim = c(0,1))
par(op)
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n <- length(x <- -20:24)
y <- sin(pi*x/6) +sin(pi*x/12) + rnorm(x)/8
n <- length(x <- -20:24)

Filtro <- function(y)
convolve(y, hanning(6)/6, type = "filter")

plot(x,y, main="Using Hanning(.) for filters")
lines(x[-c(1:3 , (n-1):n) ], Filtro(y), col="red")
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Using Hanning(.) for filters
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Filtro <- function(y)
convolve(y, convolve( boxcar(6)/6, hanning(6)/6) , type = "filter")

plot(x,y, main="Using convolve(.) for filters")
lines(x[-c(1:3 , (n-1):n) ], Filtro(y), col="red")

Using convolve(.) for filters

o
© o
o o
o o o
H_
> O —
-
1
o




Bibliografia:

Martinez M., Goémez L., Serrano J.A., Vila J., Gomez J. (2009): Filtros Digitales. Curso 2009-
2010. Escola Tecnica Superior Inginyeria. Departament d”Enginyeria Electronica Universidad
de Valencia.

Melis F (1991): La Estimacién del ritmo de variacion de las series econOmicas. Estadistica
Espafiola. Vol 22. Num. 126, 1991, pags 7 a 56.

Villarreal F (2005): Elementos teoricos del ajuste estacional de series econdmicas utilizando
X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS. Serie 38. Estudios estadisticos y prospectivos Division de
Estadistica y Proyecciones Economicas. Santiago de Chile, Diciembre del 2005.



