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Modelos de regresion no paramétricos

Los modelos de regresion paramétricos suponenogusatos observados provienen de
variables aleatorias cuya distribucién es cono@dlo por la presencia de algunos
parametros cuyo valor se desconoce

y=B,+Bx+&,cong= N(O,JZ)

Este es un modelo estadistico con tres parémeﬂdocidosfgo; I yo’.
Una formulacion general de un modelo de regresaparpétrico es la siguiente:

y=m(x;0)+¢,i=1..,n,60000°
Dondem(x; ;@ )es una funcion conocida dey de &, que es desconocids,...£, es una

variable aleatoria idénticamente distribuida @&, ) = 0y V(g,) = . El modelo de
regresion lineal simple seria un caso particular co

6= (ﬁo’ﬂl)ym(xi ' Bos B) = B, + BiX.

Se dice que se ajusta el modelo paramétrico cusméstiman sus parametros a partir
de un conjunto de observaciones que siguen diclteimoPor ejemplo, puede usarse el
método de minimos cuadrados o el de maxima veritsidhide manera que pueden
hacerse predicciones de nuevos valores de y cametidhlor de x, y tener informacion
precisa acerca de la incertidumbre asociada ditaas6n y a la prediccion.

Estas son algunas de las buenas propiedades medtedos paramétricos.

Ademas, en muchas ocasiones los parametros tiemeinterpretacion intuitiva en
términos relacionados con el problema en estudio.

Sin embargo, si el modelo paramétrico no es adecpa€elde ser peor tenerlo ajustado
gue no tener nada, porque el modelo paramétrickegarun grado de exactitud en las
afirmaciones que de el se derivan que son adecgadasdo el modelo es correcto, pero
gue en caso contrario pueden estar muy alejadiasrdalidad.

Los modelos paramétricos presentan un problemafoadtal: su estructura es tan
rigida que no pueden adaptarse a muchos conjuetdatds.

En este capitulo presentaremos una alternativaramgtrica a los modelos de
regresion paramétricos usuales.



Se supone que se observa n pares de datqq;)que provienen del siguiente modelo
de regresion no paramétrico:

Y, =m(x) +&

Donde¢,..£, es una variable aleatoria idénticamente distribaish E(£,) = 0y

V((si ) =o?,y los valores de la variable explicatixa..x. son conocidos, por lo que se

dice que el modelo tiene disefio fijo, y dado guealdanza de los errores es constante
el modelo es Homocedastico

Considerandd X,Y)una variable aleatoria bivariante con densidaduruajf (x, y),
cabe definir la funcion de regresion commfx) = E(Y / X = Xx), es decir el valor
esperado de Y cuando X toma el valor conocid&ntoncese(Y/ X) =m(X )y
definiendog =Y —m(X ) se tiene que:

Y=m(X)+¢&, E(6/X)=0, V(c/ X)=0?

Sean(X,,Y,), i=1...n, una muestra aleatoria simple(#eY). Estos datos siguen el
modelo de regresion no parametrico:

Y, =m(X,)+¢&,i=1...n.

Una vez establecido el modelo, el paso siguiemsiste en estimarlo (o ajustarlo) a
partir de las n observaciones disponibles. Es thegique construir un estimador
m(x) de la funcion de regresion y un estimadéde la varianza del error. Los
procedimientos de estimacion d€x se)conocen como métodos de suavizado.

El abanico de técnicas disponibles para estimganamétricamente la funcion de
regresion es amplisimo e incluye, entre otrassitpgentes:

» Ajuste local de modelos paramétricos. Se basa &ar karios (o incluso
infinitos, desde un punto de vista tedrico) ajupg@smeétricos teniendo en
cuenta Unicamente los datos cercanos al punto dandesea estimar la
funcién.

* Métodos basados en series ortogonales de funciSredige una base
ortonormal del espacio vectorial de funciones gst@nan los coeficientes del
desarrollo en esa base de la funcion de regresi@ajustes por series de
Fourier y mediante wavelets son los dos enfoquesutilfzados.

* Suavizado mediante splines. Se plantea el probtentauscar la funcief'(X)

gue minimiza la suma de los cuadrados de los 65!’(8[’6_ i~ m(Xi)) mas un

término que penaliza la falta de suavidad de Iasithmesm(x)) candidatas (en
términos de la integral del cuadrado de su derigaganda).
» Técnicas de aprendizaje supervisado. Las redesmadas, los k vecinos mas

cercanos y los arboles de regresion se usan hibétee para estimdP(®) |

' Si se supone que la varianza es funcion de lalvarexplicativaXx : V(Ei ) =0g? (Xi ) el modelo seria
Heterocedastico.



Funcién nucleo

Los histogramas son siempre, por naturaleza, faesidiscontinuas; sin embargo, en
muchos casos es razonable suponer que la fundénsidad de la variable que se esta
estimando es continua. En este sentido, los hetogg son estimadores insatisfactorios.
Los histogramas tampoco son adecuados para eséisnaodas, a lo sumo, pueden
proporcionar “intervalos modales", y al ser fun@smonstantes a trozos, su primera
derivada es cero en casi todo punto, lo que les t@mpletamente inadecuados para
estimar la derivada de la funcion de densidad.

Los estimadores de tipo nucleo (o kernel) fuerisefthdos para superar estas
dificultades. La idea original es bastante antigsa remonta a los trabajos de
Rosenblatt y Parzen en los afios 50 y primeros @& ektimadores kernel son, sin duda,
los mas utilizados y mejor estudiados en la tewwiparamétrica.

Dada una m.a.s>.<1"'Xn con densidad f, estimamos dicha densidad en uto pynor
medio del estimador

dondeh es una sucesion de parametros de suavizado, bswadtanas o amplitudes
de banda (windows, bandwidths) que deben tenderca’lentamente”

(h - 0,nh - «) para poder asegurar qlfetiende a la verdadera densidadle las
variablesX; y K es una funcion que cumpIeK =1. Por ejemplo:
* Nucleo gaussiano:

U2

e 2

gl
N

+ Nucleo Epanechnikdv

2(1—u2)|u<1

2 Otras funciones nicleo que se utilizan para estimdensidad son:
« Ndcleo Triangular:

(1_|“|)|\

uj<1

* Nducleo Uniforme:
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E |u|<1

« Nucleo Biweight:
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dondel ,_,es la funcién que vale 1 s <1y O si|u 21

Juj<1

Para elegir la ventana h podemos seguir la sigrirenfia

h = J, (:—éjﬂ%‘)sﬂn_%

Donde
* nes el tamafio de la muestra

N NAY/

° Sn :(EZ(XI —X)Zj
Nz

» O depende del nicleo K, y se calcula como:

[K*(t)t &
u?K (t)at)

Por ejemplo:

Ho
» SiKes el nicleo gaussiano, entondes= (%j
m
- SiK es el ntcleo Epanechnikov, entondgs= (L5)’s
Ejemplo

Nuestra muestr,...X,,es:
2,1 26 19 45 0,7 46 54 29 54 0,2

Su desviacion tipica es, =1, 8750tilizando una funcion ndcleo de Epanechnikov, la
ventana h sera:

h = (15)% x (:;’jn%o x1875x10 75 = 0.8550

Hacemos una grilla para t que va desde -0,5 adhentos semi-espaciados:
t

-0,5
0,04166667
0,58333333
1,125
1,66666667
2,20833333
2,75
3,29166667
3,83333333
4,375
4,91666667
5,45833333
6



t. - X
Para cadd, caIcuIamosK(%

N—

g ] o ) o A

t h h h h h h h h h h = h
-0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,2472864 0,2472864
0,04166667 0 0 0 0| 0,3053521 0 0 0 0 0,7242801 1,0296322
0,58333333 0 0 0 0 | 0,73603573 0 0 0 0 | 0,59924292 1,33527865
1,125 0 0| 0,1337911 0 | 0,56468848 0 0 0 0 0 0,69847958
1,66666667 | 0,55735012 0 [ 0,69414293 0 0 0 0 0 0 0 1,25149305
2,20833333 | 0,73795938 | 0,59261701 | 0,65246387 0 0 0 0 | 0,25918452 0 0 2,24222479
2,75 | 0,31653776 | 0,72691621 | 0,00875392 0 0 0 0| 0,72691621 0 0 1,7791241
3,29166667 0 | 0,25918452 0 0 0 0| 059261701 0 0 0,85180153
3,83333333 0 0 0,29402394 0 0,14697166 0 0 0 0 0,4409956
4,375 0 0 0,73396959 0 0,69806148 0 0 0 0 1,43203107
4,91666667 0 0 0,57188435 0 0,6471204 | 0,51032758 0 [ 0,51032758 0 2,23965992
5,45833333 0 0 0 0 0 | 0,74650893 0 [ 0,74650893 0 1,49301787
6 0 0 0 0 0 | 0,38065939 0 | 0,38065939 0 0,76131878

Para cadatj se obtiene la estimacion de f y su representayidiinca:

f”(t):n_lhéK(%j;

f(t)

-0,5
0,04166667
0,58333333

1,125
1,66666667
2,20833333

2,75
3,29166667
3,83333333

4,375
4,91666667
5,45833333

6

0,02892224
0,1204242
0,15617214
0,0816931
0,1463727
0,26224716
0,20808362
0,0996254
0,05157817
0,16748815
0,26194718
0,17462107
0,08904267
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Estimadores funcidn nucleo y polinomios locales
La alternativa no paramétrica a los modelos deesg@n, supone que
Y=m(X)+e

donde m es una funcidn que no se supone “confindelato de una familia
paramétrica. Se trata de estimar m a partir denuestra(X,,Y,) ...; (X,.Y,).

Los estimadores nicleo establecen que el pe§X d¥ ) en la estimacion de es

ﬁK(t_hXij
wex)=nt )

f(t)

donde K(t) es una funcién de densidad simétricaépmplo, la normal estandar) y
f (t) es un estimador kernel de la densidad como elidefen el apartado anterior.

W, (t, X;) es, para cada i, una funcion de ponderacion qumdgor importancia” a los
valores X, de la variable auxiliar que estan cercanos a t.

Una expresion alternativa pavé (t, X, )

A partir de los peso®/ puede resolverse el problema de minimos cuadrados
ponderados siguiente:

mip 3w (1~ (a+e-X,)



los parametros asi obtenidos dependen de t, ptogyesodV, también dependen de t,
la recta de regresion localmente ajustada alredimlbseria :

. (X) =a(t) +b(t)(t - X)

Y la estimacion de la funcion en el punto en doixde t

m(t) =1,(t) = a(t)

Las funciones ndcleo usadas en la estimacion reovgrica de la regresion son las
mismas que en la densidad.

Si se generaliza al ajuste local de regresionas@ulcas de mayor grado, es decir si
pretendemos estimar una forma lineal del tipo:

:80 +ﬁ1x +ﬁ2X2 +---+ﬁqxq

con la salvedad de que en vez del vadoen la regresion lineal multiple se utiliza el
valor ( - X, ) El estimador de polinomios locales de gradasignado los pesos

W, obtenidos mediante la funcion nucleo se resuelgegalente problema de regresion
polinbmica ponderada:

min YWY - (B, + At - X, )+..+ Bt X )

ﬁO--)Bq i=1
Los parémetrosfa’j = ﬁj (t) dependen del punto t en donde se realiza la estimay el
polinomio ajustado localmente alrededor de t seria:

pq,t(t-x)é[;,. (t- x)’

Siendom(t) el valor de dicho polinomio estimado en el puntalende X =t

m,(t) = P, (0)= 5, ().
En el caso particular del ajuste de un polinomigm@&lo cero, se obtiene el estimador
de Nadaraya —Watson, o estimador nucleo de lasiégre

Ejemplo

Disponemos del siguiente conjunto de datos relat®63 personas con su edad y su
indice de masa corporal (relacion entre peso yajltu



Indice de masa corporal

20

40

Edad

60

80

100

Se va a obtener el estimador nucleo de la regresion

Donde X, es la edad de cada individud/esu masa corporal, va ha utilizarse una
funcion nacleo de Epanechnikov, cuyo ancho de wensaria:

h= (15)%) X :_83 77-%0 xsn Xn_}é = (15)%) X :_83 ”%o x16,14><162_% — 422

Para cada edad ) calculamoskK %

K t-X, K t-X, K t=X, K[ﬂ) K =X K t-X; K t=Xise K[t_ixleoj K t=Xies K t=Xie z":K ;X
¢ h h h h h h h h h h =L
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 1,228967175
16 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,0753208 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 2,298278625
17 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,3704930 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 3,689804416
18 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,5813302 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 4,490985932
19 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,7078326 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 4,777144002
20 | 0,0000000 | 0,0753208 [ 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,7500000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 | 4,768129934
21 | 0,0000000 | 0,3704930 [ 0,0000000 0,0000000 | 0,0000000
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
85 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 3,19280911
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
86 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 2,48497655
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
87 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 1,73497655
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
88 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 1,027144
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
89 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,44581379
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 0,0000000
90 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,07532083

Para cada edad ) calculamoskK =X

h




t-X t-X, t-X t-X, t-X t-X, t-X t—Xieo t=Xier t-X o (t=X
. K[TI}G K[T 2 | K h 2y, | K h 4| K TS s K[TJY‘ K Tlsg i5¢ T e h K % 62 ; K T i
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
16 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 24,1149969
0,0000000 0,0000000 0,0000000
17 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 .. 2,05894306 47,590736
0,0000000 0,0000000 0,0000000
18 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 .. 10,1276624 78,5234969
0,0000000 0,0000000 0,0000000
19 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 .. 15,8910333 96,7487803
0,0000000 0,0000000 0,0000000
20 0,0000000 1,32020961 0,0000000 0,0000000 0,0000000 .. 19,3490559 103,586796
0,0000000 0,0000000 0,0000000
21 0,0000000 6,49393249 0,0000000 0,0000000 0,0000000 .. 20,5017301 103,037148
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
85 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 90,1696692
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
86 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 69,1207607
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
87 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 48,0097761
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
88 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 29,5521528
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
89 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 14,3394414
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
90 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 2,60213476

En la figura siguiente se representa el estimaa{og) obtenido:
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Definida la matriz

Xt

Y definidos los vectore¥ =(Y,..Y,) , &

1 (_Xl)

1 (t-X,)

de pesod\,

( - Xl)q

(t-x,)?

I

= (51--£n) , B=

( 0...,6’q) . Se calcula la matriz




wel © W, (X,,1) 0
t : : 0
0 0 o W (X,,1)

Habria que estimar por minimos cuadrados genedakzel modelor = X5 + ¢, cuya
solucion es:

n ‘ g
Bt = (XWX, ) X Wy
Pueden tomar los pesos:

K(t_hXij
Wt X,)=——

Ejemplo

Utilizando los datos de edades e indices de masperales, en libro excel “Estimador
funcién nucleo.xIs” hoja de calculo “g2,t”, se lealizado un ejercicio para obtener un
estimador de polinomio local a una funcion naclemdcleo de Epanechnikov, si se
desea obtener el estimador para una edad de 6%ta6b} la matrizX ., quedaria:

constante 65- Xi) 65- xi)2

1 -1 1
1 41 1681
1 19 361
1 20 400
1 11 121
1 -17 289
1 5 25
1 13 169
1 33 1089
1 34 1156
1 3 9
1 38 1444



Los pesodV, (65, X, $erian:

W, (65, X,)

0,70783255
0

O O oo

OO OO OoOOo.

La matriz X ;W X ;s quedaria

2669 -0347 11896
XWX s =| 0347 11896 6,044
11896 -6,044 117855

Y el estimadop (65) = (X ;Was X s | - X soWeg -
22196

B(65 =| 0255
0321

Es estimador del indice de masa corporal parddd de 65 afos seria:
i, (65) = 3, (65) = 22196

Eleccién del parametro de suavizado

El estimador del parametro de suavizado h tiendrapartancia crucial en el aspecto y
propiedades del estimador de funcién de regresalores pequefios de h dan mayor
flexibilidad al estimador y le permiten acercargedos los datos observados, pero
originan altos errores de prediccion (sobre-estiomcvalores mas altos de h ofreceran
un menor grado de ajustes a los datos pero pradionejor, pero si h es demasiado
elevado tendremos una falta de ajuste a los dstibsgstimacifion).

Si la cantidad de datos de que disponemos lo perioihabitual es obtener dos
muestras una para la estimacion del modelo (mudstestrenamiento) y otra muestra
para predecir (muestra de test). En este caso adalande calidad del parametro h de
suavizado es el error cuadréatico medio de la pabiate la muestra de test:

ECMP,, (h) :ii(\fm - (X, )

t =1



Donde(X,,,Y,,), i =1..n,, es la muestra testf(X )es el estimador no paramétrico

construido con la muestra de entrenamiento. Elrvatpue minimice dicho error seria el
parametro de suavizacion elegido.

Si no de puede disponer de una muestra de tedtetaativa consiste en sacar de la
muestra consecutivamente cada una de las obsereacio, y estimar el modelo con

los restantes datos y predecir el dato ausentelagstimador obtenido, para después
calcular el error de prediccion. Se construye esgsita siguiente medida del error de
prediccion (validacion cruzada) para cada h:

13 A
ECMPR, () =3 (¥ =@ (X, )]
i=1
Donde i (X) es el estimador obtenido al excluir la observaciésima.

El valor h que minimice dicho error de validacidnzada seria el parametro de
suavizacion elegido.

Teniendo presente que el valor que predeci¥os deja de ser una combinacion lineal
de los valores observados:

Y= XB= X (XWX, ] XWY =Sy
SiendoS = X, (X{V\/t xt)‘lx;vvt , matriz que se denomina de suavizado cuyo elemento
(i, j)se nombras, .
Dado que:
A N2

1&(Y Y,

ECMP,, (h)==) | —
L0=23 1

No es necesario ajustar las n regresiones no ptaieasésino que vasta con evaluar
todos los datos y anotar los valores de la diagomatipal de la matri5S.

Una modificacion de la funcién anterior (Validacidnizada generalizada) permite

obtener un estimador de la varianza de los erdeksodelo:
2

18 Y =Y

ECMP,, (h):—z I

ni= l—%

Dondev = Traza(S) = n s,
=1

Entonces:
A2

ECMP,, (h) = :—
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